1) Gyökvonás

a) Racionális számok, irracionális számok

Def.: A két egész szám hányadosaként felírható számokat racionális számoknak nevezzük.
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Def.: Irracionális számoknak nevezzük azokat a számokat, melynek tizedestört alakja végtelen, nem szakaszos.

F.: Tk.: 37 o/ 1

T.: 
[image: image2.wmf]2

irracionális szám.

Def.: A racionális számok halmazának és az irracionális számok halmazának az uniója a valós számok halmaza (R)
b) A négyzetgyökvonás azonosságai

Def.: Ha 
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 jelöli azt a nemnegatív valós számot, amelynek a négyzete a.

T.: Szorzat négyzetgyöke egyenlő a tényezők négyzetgyökének szorzatával. 
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T.: Tört négyzetgyöke megegyezik a számláló és a nevező négyzetgyökének hányadosával. 
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T.: A négyzetgyökvonás és a hatványozás művelete felcserélhető. 
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F.: Tk.: 41 o/ 1, 2, 3

c) A négyzetgyökvonás azonosságainak alkalmazása

· Bevitel a gyökjel alá

· Kiemelés a gyökjel alól

· Tört nevezőjének gyöktelenítése

F.: Tk.: 47 o/ 1, 2, 3, 4, 5

d) Számok n-edik gyöke

Def.: Az a valós szám köbgyöke az a valós szám, amelynek harmadik hatványa a. 
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Def.: Egy nem negatív a szám 2k-adik gyökén 
[image: image14.wmf](

)

+

Î

N

k

 azt a nemnegatív számot értjük, amelynek 2k-adik hatványa a. 
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Def.: Az a valós szám (2k+1)-edik gyökén 
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 azt a valós számot értjük, amelynek (2k+1)-edik hatványa a. 
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F.: Tk.: 50 o/ 1, 2

e) Az n-edik gyökvonás azonosságai

T.: Szorzat n-edik gyöke megegyezik a tényezők n-edik gyökének szorzatával. 
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T.: Tört n-edik gyöke egyenlő a számláló és a nevező n-edik gyökének hányadosával. 
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T.: A gyökvonás és a hatványozás felcserélhető műveletek.
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T.: Gyöknek a gyökét felírhatjuk úgy is, hogy a gyökjelek alatti kifejezésből olyan kitevővel vonunk gyököt, amely az eredeti gyökkitevők szorzata. 
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T.: A gyök és a hatványkitevő egyszerűsíthető illetve bővíthető. 
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F.: Tk.: 56 o/ 1, 2, 3, 4, 5

2) A másodfokú egyenlet
a) A másodfokú egyenlet és függvény

Def.: A másodfokú függvény hozzárendelési szabálya általános esetben: 
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Mj.: Célszerű a másodfokú függvények hozzárendelési szabályát a következő teljes négyzet alakra hozni. 
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Def.: Azt az x valós számot, ahol f(x)=0, a függvény zérushelyének nevezzük.

F.: Tk.: 61 o/1, 2, 3

b) A másodfokú egyenlet megoldóképlete

Mj.: Az egyismeretlenes másodfokú egyenlet általános alakja: 
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T.: Az 
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· Két valós gyöke van: 
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· Egy valós gyöke van: 
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· Nincs valós gyöke, ha 
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F.: Tk.: 66 o/ 1, 2, 3, 4, 5

c) A gyöktényezős alak. Gyökök és együtthatók közötti összefüggés

Def.: Az 
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 alakot a másodfokú egyenlet gyöktényezős alakjának nevezzük.
Def.: Az 
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 másodfokú egyenlet gyökei és együtthatói között fennállnak a következő összefüggések: 
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. Ezeket az összefüggéseket Viète- féle formuláknak nevezzük.
F.: Tk.: 71 o/ 1, 2, 3

d) Másodfokúra visszavezethető nagyobb fokszámú egyenletek

F.: Tk.: 77 o/ 1, 2, 3, 4

e) Másodfokú egyenlőtlenségek

F.: Tk.: 81 o/ 1, 2, 3, 5

f) Paraméteres másodfokú egyenletek

F.: Tk.: 87 o/ 1, 4

g) Négyzetgyökös egyenletek

F.: Tk.: 83 o/ 1, 2, 3, 4, 5

h) A számtani és mértani közép

Def.: Két nemnegatív szám számtani közepén a két szám összegének a felét értjük. 
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Def.: Két nemnegatív szám mértani közepén a két szám szorzatának négyzetgyökét értjük. 
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T.: Két nemnegatív a és b valós szám esetén 
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b

a

ab

+

£


T.: Tetszőleges a>0 pozitív számnak és reciprokának összege legalább kettő.

F.: Tk.: 98 o/1, 2

3) Geometria
a) Emlékeztető

Def.: A kör (körvonal) azon pontok halmaza a síkon, amelyek a sík egy adott pontjától egy adott távolságra vannak.

Def.: A kör érintője a kör síkjának olyan egyenese, amelynek pontosan egy közös pontja van a körrel.

T.: A kör minden egyes pontjába pontosan egy érintő húzható, és az érintési pontba húzott sugár merőleges az érintőre.

Def.: Ha egy szög csúcsa egy adott kör középpontja, akkor a szöget a kör középponti szögének nevezzük.

T.: Ha egy körben 
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 az α és β középponti szögekhez tartozó ívek hossza, akkor 
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T.: Ha egy körben 
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 az α és β középponti szögekhez tartozó körcikkek területe, akkor 
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T.: (Thalesz- tétel) Ha egy kör átmérőjének két végpontját összekötjük a kör bármely más pontjával, akkor olyan derékszögű háromszöget kapunk, amelynek átfogója a kör átmérője.
T.: (Thalesz- tétel megfordítása): Derékszögű háromszög körülírt körének a középpontja az átfogó felezéspontja.

b) Középponti és kerületi szögek

Def.: Ha egy szög csúcsa egy adott körvonal pontja, szárai pedig vagy a kör két húrjára, vagy egy húrra és egy érintőre illeszkednek, akkor a szöget a kör kerületi szögének nevezzük.

T.: Adott körben adott ívhez tartozó bármely kerületi szög nagysága fele az ugyanazon ívhez tartozó középponti szög nagyságának.

F.: Tk.: 112 o/ 1, 2, 3 5

c) Kerületi szögek tétele, látószögkörív

T.: (Kerületi szögek tétele) Adott kör adott ívéhez tartozó kerületi szögek egyenlő nagyságúak.

T.: Egyenlő sugarú körökben az azonos hosszúságú ívekhez tartozó kerületi szögek egyenlő nagyságúak.
T.: Egy adott kör AB húrja az AB ív (belső) pontjaiból ugyanakkora szög alatt látszik.
T.: Az AB átmérőjű kör A-tól és B-től különböző pontjaiból az AB átmérő derékszög alatt látszik.

T.: Azon pontok halmaza a síkon, amelyekből a sík egy AB szakasza derékszögben látszik, az AB átmérőjű kör, kivéve az A és a B pontot.
T.: Azon pontok halmaza a síkon, amelyekből a sík egy adott AB szakasza adott α (0o<α<180o) szög alatt látszik: két, az AB egyenesre szimmetrikusan elhelyezkedő körív.

F.: Tk.: 116 o/ 1

d) A húrnégyszögek tétele

Def.: Azokat a négyszögeket, amelyeknek van körülírt körük, húrnégyszögeknek nevezzük. (Azokat a négyszögeket, amelyeknek oldalai a kör húrjai, húrnégyszögeknek nevezzük.)

T.: (Húrnégyszögek tétele) Bármely húrnégyszög két szemközti szögének összege 180o.

T.: Ha egy négyszög két szemközti szögének összege 180o, akkor a négyszög húrnégyszög.

T.: Egy négyszög akkor és csak akkor húrnégyszög, ha a szemközti szögeinek összege 180o.

e) F.: Tk.: 120 o/ 2

f) Párhuzamos szelők és szelőszakaszok

T.: (Párhuzamos szelők tétele) Ha egy szög szárait párhuzamos egyenesekkel metsszük, akkor az egyik száron keletkező szakaszok hosszának aránya egyenlő a másik száron keletkező megfelelő szakaszok hosszának arányával.

T.: (Párhuzamos szelők tételének megfordítása) Ha két egyenes egy szög száraiból olyan szakaszokat vág le, amelyek hosszának aránya mind a két száron ugyanaz, akkor a két egyenes párhuzamos.

T.: (Párhuzamos szelőszakaszok tétele) Ha egy szög szárait párhuzamos egyenesekkel metsszük, akkor az egyenesekből a szárak által kimetszett szakaszok hosszának aránya megegyezik az egyenesek által a szögszárakból kimetszett szakaszok hosszának arányával.

F.: Tk.: 125 o/ 1, 3, 4, 5, 7, 8

g) A szögfelezőtétel
T.: A háromszög belső szögfelezője a szemközti oldalt a szomszédos oldalak hosszának arányában osztja két részre.

F.: Tk.: 128 o/ 1

h) A középpontos hasonlósági transzformáció

Def.: (Középpontos hasonlósági transzformáció)

Adott egy O pont és egy 
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 valós szám. A tér minden egyes P pontjához rendeljünk hozzá egy P’ pontot a következőképpen:
· Ha P=O, akkor P=P’

· Ha 
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, és ha λ>0, akkor az OP félegyenes pontja, ha λ<0, akkor P-t és P’-t O elválasztja egymástól.
F.: Tk.: 132 o/1

i) A hasonlósági transzformáció

Def.: A középpontos hasonlósági transzformáció és egybevágósági transzformáció egymás utáni végrehajtásával kapott transzformációkat hasonlósági transzformációnak nevezzük
j) Alakzatok hasonlósága; a háromszög hasonlóságának alapesetei
Def.: Két alakzat hasonló, ha van olyan hasonlósági transzformáció, amely az egyik alakzatot a másikba viszi. Jele: A~B

T.:(A háromszög hasonlóságának alapesetei) Két háromszög akkor és csak akkor hasonló, ha a következő feltételek egyike teljesül:

· A megfelelő oldalaik hosszának aránya páronként egyenlő

· Két- két oldalhosszuk aránya egyenlő és az ezek által közrefogott szögek nagysága egyenlő

· Két- két szögük páronként egyenlő nagyságú

· Két- két oldalhosszuk aránya egyenlő és e két- két oldal közül a nagyobbikkal szemközt lévő szögek nagysága egyenlő

k) A hasonlóság néhány alkalmazása

T.: A háromszög bármely két súlyvonala úgy metszi egymást, hogy a metszéspont mindkét súlyvonalat 1:2 arányban osztja két részre, a nagyobbik rész másik végpontja a háromszög megfelelő csúcsa.

T.: A háromszög súlyvonalai egy pontban metszik egymást. Ez a pont mindhárom súlyvonalnak a háromszög megfelelő csúcsától távolabbi harmadolópontja. A súlyvonalak metszéspontja a háromszög súlypontja.

T.: (Magasság- tétel) Derékszögű háromszög átfogójához tartozó magasság mértani közepe azon két szakasz hosszának, amelyekre a magasság az átfogót osztja.
T.: (Befogó- tétel) Derékszögű háromszög befogójának hossza mértani közepe az átfogó és a befogónak az átfogóra eső merőleges vetülete hosszának.

T.: (Körhöz húzott érintő- és szelőszakaszok tétele) Adott körhöz adott külső pontból húzott érintőszakasz hossza mértani közepe azon két szakasz hosszának, amelyek az adott pontra illeszkedő szelőn a ponttól a körrel alkotott metszéspontokig terjednek.
T.: (A körhöz külső pontból húzott szelőszakaszok tétele) Adott körhöz adott külső pontból húzott szelőszakaszok hosszának szorzata állandó, csak a körtől és az adott ponttól függ. 

T.: Ha egy adott kör adott P belső pontjára illeszkedő két húr végpontjai A, B, illetve A’, B’, akkor 
[image: image59.wmf]'

'

PB

PA

PB

PA

×

=

×


F.: Tk.: 145 o/ 1, 3, 6, 7

l) Hasonló síkidomok területének aránya
Def.: Két hasonló alakzat hasonlóságának aránya az egymásnak megfelelő szakaszok hosszának aránya. 

T.: Hasonló síkidomok területének aránya megegyezik a hasonlóság arányának négyzetével. 
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F.: Tk.: 149 o/ 1
m) Hasonló testek térfogatának aránya

T.: Hasonló testek térfogatának aránya a hasonlóság arányának köbével egyenlő. 
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F.: Tk.: 152 o/ 1, 2
n) Hegyesszögek szögfüggvényei
Def.: Az α hegyesszög szinusza az α-t tartalmazó tetszőleges derékszögű háromszögben a szöggel szemközti befogó hosszának és az átfogó hosszának hányadosa. Jelölés: sinα

Def.: Az α hegyesszög koszinusza az α-t tartalmazó tetszőleges derékszögű háromszögben a szög melletti befogó hosszának és az átfogó hosszának a hányadosa. Jelölés: cos α

Def.: Az α hegyesszög tangense az α-t tartalmazó tetszőleges derékszögű háromszögben a szöggel szemközti befogó hosszának és a szög melletti befogó hosszának a hányadosa. Jelölés: tg α

Def.: Az α hegyesszög kotangense az α-t tartalmazó derékszögű háromszögben a szög melletti befogó hosszának és a szöggel szemközti befogó hosszának a hányadosa. Jelölés: ctg α
Mj.: (A derékszögű háromszög befogói a és b, átfogója c.)
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F.: Tk.: 159 o/ 1, 2
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Összefüggések a hegyesszögek szögfüggvényei között

sin α = cos (90o- α)
cos α = sin(90o- α)

tg α = ctg (90o- α)

ctg α = tg (90o- α)

F.: Tk.: 163 o/ 1, 2, 3

p) Nevezetes szögek szögfüggvényei

	
	30o
	45o
	60o

	sin α
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F.: Tk.: 166 o/ 1
q) Háromszög különböző adatainak meghatározása szögfüggvények segítségével
Mj.: Hegyesszögű háromszög területe a két oldal és a közbezárt szög ismeretében:
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Mj.: Összefüggés a háromszög oldala, az oldallal szemközti szög és a háromszög köré írt kör sugara között.
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F.: Tk.: 171 o/ 1, 2, 5

r) Vektorok fogalma, vektorok összege, különbsége, vektor szorzása számmal
Def.: Ha egy szakasz két végpontját megkülönböztetjük egymástól olyan módon, hogy az egyik a kezdőpont, a másik a végpont, akkor irányított szakaszt kapunk. Egy irányított szakasz egyértelműen meghatároz egy vektort. Jel.: a
Def.: A vektort meghatározó irányított szakasz hossza a vektor abszolútértéke. Jel.: 
[image: image75.wmf]a
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Def.: Két vektor párhuzamos, ha az őket meghatározott irányított szakaszok egyenesei párhuzamosak.

Def.: Az a és b vektorok egyirányúak, ha párhuzamosak, és ugyanabba az irányba mutatnak.

Def.: Két vektor ellentétes irányú, ha párhuzamos, de nem egyirányúak.

Def.: Ha két vektor egyenlő abszolútértékű és ellentétes irányú, akkor a két vektor egymás ellentettje.

Def.: Két vektor egyenlő, ha egyirányú és abszolútértékük egyenlő.

Def.: Az a és b vektorok összege azon párhuzamos eltolás vektora, amellyel az a-ral és a b-ral meghatározott párhuzamos eltolások egymásutánja helyettesíthető.

Def.: Az a és b vektorok különbsége az a+(-b) vektor.

Def.: Azt a vektort, amelynek abszolútértéke 0, nullvektornak nevezzük.

Def.: Vektor szorzása számmal:

· Ha a≠0 és α tetszőleges valós szám, akkor 
[image: image76.wmf]a

×
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 olyan vektor, amelynek abszolútértéke 
[image: image77.wmf]a

×

a

, és α>0 esetén a-ral egyirányú, α<0 esetén a-ral ellentétes irányú.
· Ha a=0, akkor 
[image: image78.wmf]0
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 bármely α valós szám esetén.

F.: Tk.: 179 o/ 2, 3, 4, 5

s) Vektorok felbontása különböző irányú összetevőkre
Def.: Ha a≠0, akkor 
[image: image79.wmf]a
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 az a irányába mutató egységvektor.
T.: Ha adottak az a és b nullvektortól különböző nem párhuzamos vektorok, akkor az általuk meghatározott sík minden egyes v vektora előáll 
[image: image80.wmf]b
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 alakban, ahol α és β csak v-tól függő, adott v esetén egyértelműen meghatározott valós számok.

Def.: Ha a sík a, b és v vektora 
[image: image81.wmf]b
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, ahol α és β valós számok, akkor v az a és b vektorok lineáris kombinációja.
t) Vektorok a koordináta- rendszerben

Def.: A derékszögű koordináta- rendszerben a P(x;y) pont helyvektora az origóból a pontba mutató vektor.

Def.: A derékszögű koordináta- rendszerben egy vektor koordinátái megegyeznek origó középpontú reprezentánsának koordinátáival. Jele: a (a1;a2)

Def.: Ha a derékszögű koordináta- rendszerben a=a1i+a2j, akkor az a első koordinátája a1, második koordinátája a2.

Mj.: Ha adottak az a (a1;a2) és b (b1;b2) vektorok, akkor a+b = (a1i+a2j)+(b1i+b2j) = (a1+b1)i + (a2+b2)j, azaz az összegvektor első koordinátája az összeadandó vektorok első koordinátájának, második koordinátája az összeadandó vektorok második koordinátájának összege.
Mj.: Ha adottak az a (a1;a2) és b (b1;b2) vektorok, akkor a-b = (a1i+a2j)-(b1i+b2j) = (a1-b1)i + (a2-b2)j, azaz a különbségvektor első koordinátája a megfelelő első koordináták különbsége, második koordinátája a megfelelő második koordináták különbsége.

Mj.: Adott az a (a1;a2) vektor és λ valós szám. 
[image: image82.wmf]j
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, azaz vektor λ-szorosának koordinátái a koordináták λ- szorosai.
F.: Tk.: 194 o/ 1, 2, 3

4) Szögfüggvények
1. f(x)= sinx
1.1. Df:R

1.2. Rf:[-1;1]
1.3. Zh: 0+kπ, ahol (
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1.4. Mon: szmn:
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1.5. Szé: min:
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,y=-1; max: 
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1.6. Korlátos: [-1;1]
1.7. Folytonos
1.8. Páratlan
1.9. Periódikus: periódusa: 2π
2. f(x)=cosx

2.1. Df:R

2.2. Rf:[-1;1]

2.3. Zh: 
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2.4. Mon: szmn:
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2.5. Szé: min:
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2.6. Korlátos: [-1;1]

2.7. Folytonos

2.8. Páros
2.9. Periódikus: periódusa: 2π

3. f(x)=tgx

3.1. Df: R\
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, (
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3.2. Rf: R
3.3. Zh: kπ
3.4. Mon: szmn: 
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3.5. Szé: min:-; max:-

3.6. korlátos:-
3.7. Nem folytonos, szakadása van: 
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3.8. Páratlan
3.9. Periódikus: periódusa: π

4. f(x)=tgx

4.1. Df: R\
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4.2. Rf: R

4.3. Zh: 
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4.4. Mon: szmcs: 
[image: image101.wmf]]
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4.5. Szé: min:-; max:-

4.6. korlátos:-

4.7. Nem folytonos, szakadása van: 
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4.8. Páratlan

4.9. Periódikus: periódusa: π

5) Valószínűségszámítás

a) Események:

Def.: Véletlen jelenségek azok a jelenségek, amelyeket az ismert feltételek nem határoznak meg egyértelműen. A jelenségeknek ettől még van „oka”, csak nem tudjuk teljes egészében feltárni.

Def.: Kísérletet végzünk, ha egy véletlen jelenséget megfigyelünk. A kísérletet akárhányszor elvégezhetjük ugyanolyan körülmények mellett.

Def.: Pontosan meg kell mondanunk, hogy mit tekintünk a kísérlet kimenetelének. A kísérlet minden eredményéhez kell tartozzon egy egyértelműen meghatározott kimenetel.

Def.: Elemi eseménynek nevezzük a véletlen jelenségekre vonatkozó kísérlet kimenetelét. A kísérlet minden kimeneteléhez tartozik egy- egy elemi esemény.

Def.: Eseménytérnek nevezzük az elemi események halmazát. Jele: H

Def.: Eseménynek nevezzük az eseménytér részhalmazait. Egy esemény bekövetkezik, ha a kísérlet kimenetele az eseménynek megfelelő részhalmazba tartozó elemi esemény.

Def.:Biztos esemény a H halmazba tartozó esemény, amely mindenképpen bekövetkezik. Jele: H

Def.: Lehetetlen esemény az üres halmazhoz tartozó esemény, amely semmiképpen nem következik be. Jele:Ø 

b) Műveletek eseményekkel

Def.: Két esemény egyenlő, ha a kísérlet bármely kimenetele esetén vagy mindkettő bekövetkezik, vagy egyik sem.

Def.: Az A esemény komplementere az az esemény, amelyik pontosan akkor következik be, amikor az A nem következik be. Jele: 
[image: image103.wmf]A


Mj.:

· Bármely esemény komplementerének komplementere az eredeti esemény: 
[image: image104.wmf]A
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· A biztos esemény komplementere a lehetetlen esemény: 
[image: image105.wmf]Ø
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· A lehetetlen esemény komplementere a biztos esemény: 
[image: image106.wmf]H
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Def.: Tetszőleges A és B események szorzata az az esemény, amelyik pontosan akkor következik be, amikor A és B bekövetkezik. Jele: 
[image: image107.wmf]B
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Def.: Tetszőleges A és B események egymást kizárják, ha egyszerre nem következhetnek be, azaz: 
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Azonosságok:

	
	Összeadás
	Szorzás

	Kommutativitás
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	Asszociativitás
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	Disztributivitás
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	Elnyelési azonosság
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	Lehetetlen esemény
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	Biztos esemény
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	Komplementer eseménnyel kapcsolatos azonosságok
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	De Morgan azonosságok
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c) Kísérletek, gyakoriság, relatív gyakoriság, valószínűség

Def.: Ha n kísérletből az A esemény k-szor következett be, akkor k-t az A esemény gyakoriságának, 
[image: image124.wmf]n
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-et pedig az A esemény relatív gyakoriságának nevezzük.

Mj.:

· A relatív gyakoriság nem lehet negatív, mivel 
[image: image125.wmf]n

k

£

£

0

 és n>0, ezért 
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· A biztos esemény relatív gyakorisága 1, mert a biztos esemény minden kísérletnél bekövetkezik, így k=n.

· Egymást kizáró események összegének relatív gyakorisága a tagok relatív gyakoriságának összege.

Mj.: Adott A esemény valószínűségének azt a számot tekintjük, ami közül a relatív gyakoriság ingadozik. Az A esemény valószínűségének jele: P(A)

Mj.: A valószínűség klasszikus modellje akkor alkalmazható, ha egy kísérletnek véges sok kimenetele van, és ezek valószínűsége egyenlő.

Kedvező elemi események száma

Összes elemi események száma
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