IV. MAGASABBRENDU LINEARIS
DIFFERENCIALEGYENLETEK

1, Az n-edrendd linedris homogén
differencidlegyenletek Altaldnos elmélete

1. deflnicié, Legyenek a; 1 I = K (i = 1,...,n) folytonos Higgvények.
A

™
(HaD) ¥+ Y alapt =0
1=l

egyenl n-edrendi linedie b gén diff idlegyenletnek

LN

Fgyszerd saimuoldssal bizonyithatd o kbvetkezd tétel:

1. tétel. Hu vz gy,....pp ¢ 4 = H figgvények megolddsal (H.D)-nek
I-n, akkor ¥ ¢;,...,¢c4 € R esetém ax

k
I= E Cill
i=1
fiiggvény is megoldds {-n,

2. deflnicii (linedris figgbnég éo figgetlensdg).
Az Y1y00 0 e 0 I = R figgvények linedrican figgéek J-n, ha létedik
k

c1,...,e2 € B [} ¢} > 0) konstansrendszer, hogy
fm

[
(%) Dewlz) =0 (vzel)

1=1
Vioowo Uk I = R linvdrisan faggetlenek, ha (+) ceak gy teljesil, ha

ci=0(i=1..k.
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3. deflnield. Az gp,...,pn:d = R n— Lazer differencialhato figgve-

nyek Wranski-determinansa:

W= Wig,...,yn) =

n b2 cee Un
0 T S

th

{n'--:} =1y I‘:::--1}

¥z

2, tétel (Liouville-formula)., Ha az y1,...,y, : I = R Higgvények
megeldisai (H,D)-nek I-n f8 zp € I adott, akkor

Wiz) = Wimlz),..., unlz)) = W{za) exp |:-—fu|{t]d'££ i

Ty 4

Bizonyitdas, Kinnyen beldthatd, hogy

Hoaidp
E " ¥n
oy g
W e
I R

Un
nE‘n-ﬁ} =

" BT i3
o 1o ¥
Wiz) =
W e
n cas ¥n
+ Hn‘—-:l; {n—-1)
fucy {31}
n Y
W s
= y}n--a}
- afz)ei™ Y
i ]
n
" 2
==Y ala)| (/o
(=1 !h{
ﬂln .

- S
f=1
y“

I"I" i = —a (2)W (=} (z el

{n ¥

Un
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[R—

.fgy W oaz
y'(a) = —a;{z)y(z], wlzo) = Wizg)
(1-KEP) probléms egydrtelmieon litez
] 1
W) = W (o) exp [— j " [t)d!J

megoldasa, é ext kellett bizonyitani,

1. kbvetkermény. (H.D) egy v1,.. ., ¥, megolddsrendiserdnek
Wronski-determindnun vagy = (), vagy sehul sem 0.

4. definicid (alaprendezer), Aeyy,. .,y : I -+ K figgvinyek (H.D)
alaprendezerét alkotjak, ha megoldieai annak @ linedrisan figgetlenak,

3. tétel. 1,...,45 : I = R akker, ds csak akkor alaprendszere (H.D)-
nek, ha ¥ y; (£ = 1,...,n) megoldda I-n, &s W(z) # 0.

Bizonyitis.
a) HaW(z)#£ 0(z € 1) ése,... .00 € B olyan, hogy

Y owmfz) =0 (vzel),

(5]

akkor

17

() e (@) =0 (Wrelj=0...n-1)

i=1

teljesil, ami egy lneirs egyenletrenduser o, . . ., eq-1¢, melynek de-
termindnsn éppen Wiz) # 0z e l) = = =g =0 =
e Piy..e e wegoldieok linedrisan Rggetlenek = g, ...,y alap-
rendser.

b) Hu yi,... ys dluprendszere (HaD)nek és ltezne oy € 4, hogy
n
Wi{wzg) =0, akkor létesnének oy, ... e € B (Y] &f > U) konstansck,
=3
hogy
"
Youfea) =0 (j=1..,n-1)
=1

a7

egyenletrenduzer megoldasai.
Legyen y (H,D) olyan megolddsa I-n, melyre

n
W) =3 epwa) =0 (=00 -1).
i=1
Az igy kapott (nKERlnek ceak egy megoldésa van. Dey = 0 és
¥ =} caye Is megoldis, igy
i=1

"
Mowmlz) =0 (Voeld),
a1
BZBZ iy e s Y el linedtisan figgdek, ami ellentmondéas.
gy Wiz) £0V el

4. tétel (H,D dltalinos mogolddsa). Legyengn,... 41— R
{Fn D) alaprendseere I-n, akkor (H, D) ¥ y : T — R megolddea

ple) =3 canle) (&)
=l

alalad, abol ¢y, ..., ¢, € B konetansuk,

Bizony{tds.
Ha yi,.. . ¢ (HaD) alaprendscere, akkor Wizg) £ 0V 29 € 1. Ha
y: I — E egy tetszdleges megoldisa (H. D)-nek, akkor legyen €1,..., ¢y

a
(=) Yeai (@) =g (@)  (G=0,.,n-1)
i1
egyenletrendszer (W () # 0 miatt létend) megoldésa.
Elkor a R
W)= Y emls)  (e€d)

=]

seerint definidlt figgvény olyan megoldisa (H,D}-nek I-n, melyre tel-

Jestilnek a
Pe) =gz} (i=0,....n-1)
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keedet] feltételek (o) miutt.
igy ¢ ¢s y ugyanazon (H.D)-re vonatkozd (n-KEP) megolddsal, esért
megegyesnek, avne

o) = 4@ = Yoals) (e,
=1

winit bizonyftani kellett.

Meglegyzésuk.
1) Az dltalinos megoldashoz igy elég az aluprendszert hutdrozni
2) Beldthutd (ldsd Kosu 90. vldal), hugy uluprendszer mindig lterdk,
) Az alaprend ghatdrozdsira nines dltuldnos modszer.

Fontos viszont sz alabbi, D’Alembert t] sedrmazé fokszdmestkkentd
eljfivde;

5. tétel. Ha ismert (H,D) mn szdmi linedrisan fuggetlen gy, ..., ¥m :
I = R megoldisa I-n, akkor (H,D) megolddsainak meghatérozisa vise-
swaverethetd egy (n — m)-edrendii linedris homogén differencidlegyenlet
muegoldésdra.

Bizonyitds,

- Legyenek g, .. . Mo (3 0) linedrisan figgetlen megolddsal (H,,0)-nek,
mig y : I = R egy tetnsleges megoldie, akkor legyen

(2

Hzazr
yle) = (o) [ ulalds
Tnnen
v’—-uifu(r}dx-rmu. sy 3™ :y§"’juiwldz+‘--+mu‘" 1

kovetkerik. y, ', ... y"™ kapott értékeit {H,D)-be helyettesitve:
Li"*‘ + Za«(w)ﬂi"_“} f ude +gau® " 4+ AfaJu=0
=1 d
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adodik, melybill - felhaszndlva, hogy g # 0 megoldisa (H.D)-nek —
kapjuk, hogy u teljesiti a

{H(n-1:D) " N Gyl N+ Q=10

{n - 1)-edrendd differencidlegyenletet és viszont: ha w teljesiti (Hy, ) D)-
t, ukkor & (4) -beo definidlt y teljesiti {H.D)-t.

- Véalagsnuk most (A)-ben y-nak rendre az gy, ... ym figgvényeket,
aldkor a

{a") uy = (:—:)‘ (k=2,...,m)

figgvényck megoldisai (Hy, 4y0)-nek, tovabbd linodrisan figgetlenek,
soert ellenkesd esetben 3 a,... 0., € K (3 of > 0), hogy

zn!mi{z) =0 (z€l),
iz

ami adja, hogy

"

Emfu,-i-m:ll (z e[

4=

Ebbil, u (4")-bél adédd
L f (=) de
31

egyenloscg miatt

er.-?i +o =0 (z eI,
PErEER
illatve
m
me(z} =0 (zel)
=1
kivetkezne, ellentétben szzal, hogy 91, ... Yo Unedrlsen figgetlenel.,
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~ dgy (Hen-s;D)-nek jsmert m — 1 Unedrican figgetlen megoldasy,
ezel Uy,...,Uy,. Ebb8l az elébbi eljarissal meghatdrozhatd (Hi, »0)
m 2 Eedimih linedrisan figgetlen megolddsa. A eljfrdst felylatva egy
{Hin-m:D) 1 ~ m-edrend ditferencidlegyenlethes jutunk.

Ha (H,, ;D) megoldéyait meghatdrozzuk, aklkor azokbdl (Hy, e D),
. [Fin1:D) és fgy (H,D) megolddsai is adottak lesznek (A) szerint.

4. kitvetkesminy. Legyen y: 1 — R (g # ) megolddsa sz
(Hab) 3"+ o fe)y' + anlely = 0

differencidlegyenletnek, Az y : I — R fiiggvény akkor, és csak akkor
megoldésa {H;D)-oek, ha ax

1
u:l=R u"“(l)
W

fiiggvéuy megolddsa az

' i ()
(K1) u’ + (R:{aJ + 21;:1‘;) u=10

differencidlegyenletnek. fgy (a1} Altaldnos megoldasa
. ” o2 @Y 0l g o
u-c:njenp[ f(m(-ﬁ)"'ﬂw(_._,) de| dz =

= W
= Emjy?(m] oxp [ jau:l:,dm dz .

Bizonyjtds. Az elibbi eljirds aronnal adja (H,0)-t, s egy sropardbilis
ditferenciilegyentet, az

cjexp [— f(ul(z) “+ ﬁ]d::] dz =
~on [ e | [ &
megolddnsal, ami g =y, [ udz srerint adja sz dllitist.

1

2. Konstansegyiitthatds linedris homogén
differencidlegyenletek

Deflnicid. Ha (H,D)-ben
afe) =meR  (zel),
pskkor a kapatt

A
(KH,D) ¥+ Y a0
j=1

egyenletet n-edrendil konstansegy fitthatde linedris homogén differencidl-
egyenlatnek nevezziik.
(KH..D) karakterisatikus polnomja;

(KP) POA)=A" 4+ aa
{=m]
mig karaktesisstikus egyenlete;

(KE) A+ ¥ aam =0,
Al

Tétel. Ha Ay,..., 0 € R py,... ;s (& Nszeres (killonbied) gytlet
{KH, D) karakterisztikur egyenletének, hogy p1 + - -+ + pn = n, akkor

V%, geha [ gm-lghe
(AR) :
e"". mc"""', g Wi —dghae
alaprendszere (KH, D}-nek, ha Ay, ..., Ay valdsak.
Ha példdul &y = =i, A; = a—if konjugih komplex gyiikei (KE}-nek,
bogy p1 = pu = p-sweresek, akkor (AR) elsd két sura helyett

€% o B, wecosfx, ..., o 1% oow
e**gln Ay, ze*sinfx, ..., P e sinfx

seerepel. (Hasonld u helyzet o tovibbi komplex gyikik esstdn is.)
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Blzonyitds. {Csak a valds esetre)

a) [AR} elemei megoldisai (KH,D)-pek:
~ eME (4 = 1,.... k) esetén egyszert helyettesitéssel gybzoédhetink
meg errdl,
geM?, g TeMEm (=1 k) esetén fel kell haszodlnd ant s,
hogy ha Ay pi-seeres gydke (KE)-nek, akkor

PlA) =P == PPIA) =0
teljesiil.
b) (AR) flggvinyel lincdrdsan figgetlenck:
Tegyiik fel, hogy Hnedrican figgick, Ekkor létesnek ¢ (i >0

i1
koostaosck, melyekkel képezve (AR) figgvényeinek linedris kom-
binduidjit, we azunosun 0-nak adddik, ami adja, hogy

& €M7 Fy, (2) - 4 7Py (3) = 0,

ahel m < k, By, fcksefima < ny (s 1étesik Py, , bogy abban Iétexik (-
6l kitlonbaed egyiitthatd. Legyen ex P, = P Ledfokid, Seorozsuk
meg (1) et e A= ypal, akdor

EzjeMi—dmde oy p o (p)ema—Amla LB () 2

kivvetkezik, ahal Ay— A AU =1,..., m—1). Az utdhbi egyenletet

T + 1-dzer differencldlva kapiuk, hogy
Pla)e Amle g Pt (g)elde 1Al 2

abol B} () is l-edfokd, avae @' egyitthatdja nen U, Bbhil e=*-guel
vald szorzis utdn

) PHa)ed b B (@)t = 0

adadik.
Az eljarast m — 1-seer ismételve ( (2)-vel kezdve) kapjuk, hogy

P:" "1(2]8’\“ =10,

ahal £ i J-edfoki, ami vissont ast jelentené, hogy egy l-edfoki
Eullnum uzonosan nulla, wmd lehetetlen.

Igy (AR) figgvinyel linedrisan Hggetlenel.
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Kivetkeamény, Az
{KH.D; Vit tagy=0
karukteriyntikuy egyenlete s midsodfulod
(KEa) Mtar+az=0
epyunlet, gy ha ennek gyikei:
a) A, Ag € R A # Ag, akkor (KHyD) Altaldnos megoldisa
¥ = aeM® o cueti;
b) Ay = Ay = Ao € B, akdcor (KH;D) dltalinos megolddsa
¥ = 8™ 4 oy u e’
el Mo =a+ifh A3 =a—if (0,8 € B), nkkor (KH.D) éltalinos
meguldisg

b = [e1cos iz + cpnin fix)e®*,

3. n-edrendii linedris inhomogén
differencidlegyenletek

Definicid. Legyenek ag,b @ [e,b) = B (i = 1,...,n) adott folytonos
fiiggvények, akkor az

(IH,D) 9+ 3 a@)yt ! = b(z)
i=1

differencidlegyenlotet n-edrendil Rneiris inhumogén differenciilegyrenlet-
nek neverzik.

L. tétel, Legven yp puctikuliciy megolddse (IH,D)-nek, Az y akkor, és
csak akker megalddsa (IH, D)-nek, ha oz

prid =B yulz) = gle) - ypls)
szerlnt definlél Higgvény megolddsn ne (IH,D)-bél képeett (H,D)-nek.
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Bizonyitds.
a) Ha y és y, megolddsai (IH,D}-uek, akkor az y-1a és yy-re feliry
(HA )t kivonva egymésbdl
2
-+ Y aE@y-p) M =0
=1 "

udddik, azaz p — gy = yu wliban megoldisa (H,D)-oek.

b} Ha yp megolddsa (1H,D)-nek &6y, megelddsa (H, D) -nek, akkor a két
egyenlet desceadfsa adja, hogy y = yn +y, is megoldésa (IH,D)-nek,

Kivetkeemény. Ha y, (IH,D] egy partikuléciz megelddsa, g1,...,9n
pedig (H,D) slaprendsrere, ukkor (IF, D) dltalines megolddsa

"
F*‘quﬁ"w-
i1

Hogyan hatéroghatd meg py?

2, tétel (n konstansvarihilis mddseere (H,D)-re). Hay, ... 9.
uz (IHuD)-bOl képrett (HaD) alaprendssere dsney: d 2 R (i=1,...,n)
fliggvények kielégitik a

© ‘gjlritz)ui":(slﬂ =0...,n-2), i}_“:lCE(s):Jf"‘”(z]=bt=l

egyenletrendszert f-n, akkor
(P) wpid R wple) = ):f-'d{"c}lh('-ﬁ}
=1

megoldisa (1H.D) nek,

Bizonyitds. (P)-bd] (C) felhasgnilisival:

oh(z) = 1,1 qmut) + ¥ el - iL cdz)uilz)

yiHa) = 'g‘i el(api™ M a) + '); el Yig) = ?;"i q{z)y,[""" (z)

yia) = X cllalal® Ye)+ 3 o ia) =

= Lo [‘ PUCRDELEE

= £ ato) 3 cteni D a)] + o) =
J=1 sl J

=- E ay (@ z) +b(a) ,

wzpe g, teljesiti (1M, D) t, amit bizonyitani kellett,
Megjegyzéoek,

1} (€] ¢},.. ., ¢y-1¢ egy inhomogén linedris egyenletrendszer, molynek
determindnss 1 Wronszki-determindng, melyre W(z) # 0 (I-n). igy
Ieteznek ¢ {i = 1,...,n) figgvények, hogy

e} = dile) (wel,i=1,...n),
amibil
o) = [oade (=10
adja a ¢ Riggvényeket,
2) (IHiD) esetén

(1D} ¥+ a(ely’ +aulw)y = be),

3 ha g1, ya alaprendszer, akkor (C)

() { (o () + eyl)yale) = 0
ey {wiyi (@) + eh(w)ph =) = b(z)
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alled, Ebbil pedig

U qalz)
¢ () = bz} whiz) e bz pa () "
YT Wnla)usle) T Winle)pale)’
PR . G L)
4 = e, @)’
lletve
SRS N C.) 111 PR ba)y, (z)
al@) = | -t ) 2= [ ot w@n

kiwetkezik, Tovabba esen ¢, 5 ¢y fliggvényekkel o partikoliris meg-
uldiiy
wla) = a(@nlz) +elalpiz) @el)

Linedris differencidlegyenlet-rendszerek

L defimicld. Legyeoek gy, : 1 =+ R (i,§ = 1,...,n) folytonos
fiiggvinyek, A

(LHDER) WD eu = e G=1,..m),
=1

iletve az (o, m0)" = 0 (o1 00T S e (g dae = g jelilé-
sekkel a

(LIHDER") ¥tglely=¢

epyenletrendszert Hoedris inhomogén differencidlegyenlet-rendsernek,
mig az

(LHDER] ¢ +glaly =0
egyenletrendazert linedris homogén differencidlegyenlet-rendsrernek ne-

vezziik.
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Meglegyzések.

1) (LIHDER), illetve (LHDER) megoldésainak meghntirozdsa vi
zethetd az n-edrend() nedels differencidlegyenletek elméletére.

2) Ugyanakkor 6ndlld elmélet is kidolgovhatd, mly sroros analogidt

mutat ar n-edrendi linedris differencidlegyend Iméletével. A
kivvetkezikben kimondott tételek bizonyitdss lu hasonli, természe-
tesen blzonyos modositasckkel {példiul mds eg ia & unieitis

tételt kell hasendlnl, médosul & Wronski-determingns fogalma, 18).
1. tétel. Hay,... .9, megoldisai (LHDER)-nek, aklor
y=cy tooh ey, (c1,....cp € W)
Is ue,

2. tétel, Ha ¥ys -4, linedrsan fiiggetlen megolddsal (LHDER}-nek,
akkor birmely y ¥ meglddara eterlk ey, ., cp € B, bogy

U=y ot

2. definicié. Az {LHDER) y,,....p (4, = [yu,.._,y,d)’,...,ﬂn =
(W1n, -+ - Ynn) ") linedrisan figgetlen megolddsaiba) képrett

i .. Wan
v=|
Ml oo Fum
mitrixot wlap-, vagy mepgolddamatrixoak, mig o
W = detgs
determinanst Yool fiiggvények Wronski-determindnsdnak

wirvezziik.
3. tétel. Hay,...,y T = B megolddsai (LHDER)-nek ée zq & 1
rigritett, ulkdcor
Wiz} = W (xy)exp {—-[ZQ“[t‘dﬁ (zel)
i=1

teljesiil, Igy W) =0, vagy Wiz) £ 0 (z & 1).
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4. tétel. o akkor, és couk akkor alapmsteixa (LHDER)-niek, hu W{z)
0(mel)

Megjegyzés, Itt s a fi feladat az alaprendseer meghatirozdss, melyre
Altalines modszer nincs, de itt s hassndlbatd D’Alambert redulcids
médssere, melynek lényege: ha femert (LHDER)] egy megolddsa, akkor
7 epyenlutrend eppyel k bb egyenlethd] 116 diff idlepyenlet-
remdszsrre vezathetd visses,

6. tétel. Ha W wagolddsa (LIKDER)-uek, gy y akkor, s caak aklor
megolddsa, ha y - ¥, =y, megolddsa a (LIMDER)-bél képaett (LHDER)-
nek. Azaz (LIHDER) dltaldncs megolddsa y =y, + ¥, alald,

6. tétel {a koostans varidkis modseere). Ha Uyl {LHDER]

alaprenderere €6 ¢ : Jo, b = B (i = 1,... n) olyau figgvények, hogy
terlfesiil
L
E‘-’:ﬂ_‘ =,
=l
nrar A

ei{@ymn () + -+ g le) = @i lz)
i (z € fu,B])
(@l () + -« + L (2)yn{a) = wa )

egyenletrendeser, akkor
n
y ) = Y cilely,le) (€ [u,8])
il
mwguldésa (LIHDER)-oek,
Megjegyzések.

1} Hu (LHDER) konstansegy itthatdy, uraz g = A konstany mdtrix, seaz
mylE)=ay €R(i,j=1 .. n} akkor az

(KLHUER) Yl Ay =0
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%)

megoldisait az

1'!1!:‘\" cy
)=t =1 1 |, e=[;
gt n
alakban keressiik, ahol A € R vagy T
Ekkor (KLHDER)-bdl kapjuk, hogy

¥ = Jee® = — Aee®,

azne Ac = —Ae, letve (A + AE)e = 0 egyenletrendusser teljesil,
Misképpen fogalmazva y = ce™ akkoy, és csak akkor megolddss
{KLHDER)-nek, ha

(%) (A+ AE)je =0,
ahol B ar egységmitrix. Er egy homogdn linedrds egyenl i
eore.

Linedris algebrabdl ismert, hogy ()-nak akkor, és ceak akkor letesik
nemtrividlis megolddsa, ha

an -+ A 1y A1y
Uy s+ A L. a
det(d+AE)= L
tn) 2 ver Gign A

wvie A megolddsy a
Po(A) = det(A+ AE} =0

karakrerisztikun egyenletnel, ami n-edfoki,

Enuek n (valds vagy komplex) megoldisa van, melyekhez meghuti.
rozhatdk a ¢ # 0 vektorok (ezek csak egy multiplikativ konstanstol
eltekintve egydrtelmiek).

Ezutdn eljuthatunk (KLHDER) alaprendezeséhez io (ha Aq,. .. A,
mind valkisak, akker egyszeribb az eset most 1s).

Oldjuk meg, ax alibbi differencidlegyenlet-rendseert:

wy {Bnzl (wesaa () e (9)

U



‘Tekintsik a homogin

W-n=y=0
H
W {y‘z-ul =0

t. Eonek megolddsait az

differancidlegyenlet-t

“ = () - (o)

alekban keresve kapjuk, hogy (*) akkor, év ceak akker megolddsa
(H} nuk, by,
{ (h-1e; —oa =0
- +(A-1le=0 .

Ez agy lnedris homogén egyenletrendszer ¢, ez-ve, melynek akkor,
éy wank akkor letezik trividlistdl kilnbieo megoldasa, ba
A=l =p o 3oy
g g ={A-17-1=A3-24=10,

azae, ha Ay =0, Ap =2

=0 = —a-gg=0 & ec=-0c tese),

=)= (5) = w-(2)

=
=2 = g-p=0 & g=0,
Az A3
_ fthe) _ [©arE ofE
= W= yur) Clg”) = W= (6“) x

Az alapmdétrix:

Igy

alaprendszere 1 homogén differencldlegyentet-rendezernek, ami adia,
hogy

T e nn(z) = + e’
-N.I'I("J =g (_1) + oz (Ezg) = {H:H(z) = ~gy + g2
a vizsgilt (H) kovetansegyiitthatos livedris homopén differencidl

epyenlet dlealdnos megolddsa.
Bkkor (a 6. tétel miatt)

1, () = e1(a) ( 11) +eale) (:ﬁ)

megoldisa {IH)-nak, ha

{ e @) - 1+ eh(x) 6% =0

ciz) - (-1) +eyfa) e =3

teljesiil, melybil
]
&iz) = c = ?;—a"“‘ 3
illefve
c1(z) = -%* |
cy(2) = f;z"”“dz = —-;—;e"” - f—%%e'“’ =
- '"E” e %e 2

kovetkeslk. Igy {az 6. tétel miatt) (IH) dltalincs megolddsdt az

(3 e () o () ot ()

i




kban kepiuk, amibél kivetkezik, hogy

2
m(w}=01+¢su"—~z—q-—~i—~
z 1

2
-‘:--,'-"‘-l-i—-——-—,
FP1EN atae”+ oo 8

) Az cldbbi példa differencidlegyeniot-rendssorénck mdsik megoldisa:
Az

'}
H wionow=0
o) {ﬁ—m—yz=x

differencidlegyenlet- rendszer elsil egyenedtiét differencidiva (ne egyen-
letek adjdk, hogy 1 €s ya is kétewer, siit akdrhduyszor differencidl-
hatd)

wWow-m=0
kivetkezik, melyet Geseehasonlitva a differencidlegyenlet-rendscerrel
wlimindlhatd yh e ya, & ne

w-t=z

misodrendil konstansegyiitthatés linedris inhomogén differencial-
egyenlet adadik yy-re.

A humogén egyenlet karakterisetikus egyenlote: A% — 24 = {, ami
skkor, és ceak akkor teljesii], ha Ay = 0, Ay = 2, mnibbl kapjuk,
hogy

thn(z) = +ee®  (zeR).
Keressiik gyt
wale) = & (z) +eala)e

alakban, es megoldés, ha o) (z) és 2] teljesiti a

ey () - 1+ chfz) - % =0 }
ci(z) -0+ c4(m)  26™ =

33

egyenletrendszort, amibol kiivetkezik, hogy

0 :JIZ
T 2 xe’* z z?
=T =—gm =~y =+ alE=-,.
] Deds
10
0 =z . z g, 1
Glo)= =3¢ " » al)=je™-ge ™.
fey
-rH 1 "
R o R
€8
T 2 z 1 4
vzl =4ile) - mlz) = 7 — 5 - g —a +ed,

5. Konstansegyiitthatds linedris
differencidlegyenletek megoldésa
Laplace-transzformécicval
Definicla. Az f: [0, cc) — R fiiggvény Laplace transzformiilt]dn az

o

F) = C[fe) j e et (e Ry)

weerint definlile F = £[f] : Ry — R fegvényt értfiik, ha e improprive
integrdl konvergens. Inverzét (ha létezik) £ '-gyel jekiljiik.

A Laplace-transsformalt tulajdonsigai:

1) Ha 3 £5(t)] é £1]o(e)), ukkor = £[a f(8) +bylt) =
= aL[f{t)] +bL [glt)).

2) Ha 3 L|f(t)] = F(s), akkor 3 £[e™ f(t)] = F(s - a).
3) Ha 3 £|7()] = F(s), akkor 3 £[flet), = LF (2).
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4) Ha § ,elég jo*, ukkor
£ [FO0)] = a"L )] - e F0) - 8" 2F(0) = -
- afn-3(0) - =50},
specidlisnn: C[F'(t)] = oL |F(2) ~ F(0).

ven=g el Syl

gr-1gut 1

) ﬁ[ﬁ'ﬂ: = — (? ..... i ): = -{5 __Bj" {ae R)
7) Llsinwt = a_:':‘:.i,;.'z v Lleoswt] = a’-:_w’ (e B).

8] Egy folytonos Higgveény egyértelmien meghatirozott Laplace-transe-
formiltja dltal.

Alkadmazds (KIH,D) megoldisira;

Képeezitk

(KIH.D) v Y et = b(t)
=1

mindkét oldalinak Laplace-transzformdltjat, akker £ 1. tulajdonsdga
mintt

£y +if‘"‘: [0 = £ )]
i1

fletve 4, tulajdonsdga miatt
n n 1
(a" + Zu.a"' ‘)E [u(t) = plv) [s" 1y Zam" : 1] +
=1 #=1

u=i
a" T Y g ! ’] oy D)+ L b(2)]

+'(0)

adddik, melybdl £{p(t)] meghatdrovhatd. Ennek ismeretében pedig  a
E. tulujdonsdp mistt - valunint gz §5-7. tulajdonsdpok felhusendldsdvnl
meghatirazhatd y(t) is.

Példa.
Uldjuk meg a kiwetkeed (KIHsD)-1e venatkoed Cauchy-feladatat:

() - =3, (0 =0, FO)=0 p'O)=2,
Képezve a Laplace-transsformaltat

L' 3L [y + 2L |y] = 3L [¢f]
udddik, illetve ebbbl (4. miatt)

FLlY — 8 -2~ 38L |y +2C[y) = %

kitvetkeaik, melybill egyseeril sedmoalissal (parcidlis tirtekre bontdseal)

s+ 24 2 11 2 1
[P VTP R Ty el Ty TP } Rl P

adadik. Vigiil

Lly] =

oty =g :

. 1
~ L
€ +'gﬂ 3

adja () megolddnit (B-nt is felhasendlva).

et + ;l’e'

ab



V. PEREMFELADATOK,
STABILITAS

1. A peremfeladat fogalma

Altaliban, ha egy
™ = flame -0 Y)

alalai differencidlegyenletnél arzen feltételek, melyek esetén a megoldds
egyértelmien jellemerhetd, nem epy belyre vonutkornek (mint o kerdeti
értik-feladatndl], hanem azon |o, b) intervallum két végpontjdra, amelyen
a megolddst keressiik, akkor perernfeladatrd] beszélimlk,

Az alknlmazdsok miatt killinosen fontos & mésodrendil linedrls ditferen
cldlegyenietrs vonatkond peremfaladat definidldsa.

Tekintsik az

(13 v aglaly Faolely = Wa)  (w€ b))
differencidlegyenletet a kiivetkesd peremfeltételds valamelyikével:

eludrendl peremfeltétel: wiu) =y, w(b) = na,

¥{a) =m,¥'(b) =1,

my{e) + agy'(a) = n,
Baw(b) + B2y’ (b) = ma.

Nyllvin ne elst-, 68 masodrendl peremicltétel spacidlis esete a harmad-
rendti peremfeltételnek, melyet Sturm-féle peremfeltételnek nevesiink.
Sechds még yla) — wib) = m. ¥'{s) - ¥ (B) = 4y alaki peremfeltételt
ig tekinteni, melyet m = 1y = 0 esetén perifdikus peremieliéielnek is
neveznek,

TV | 1. £l 1

It per

Sturmttl] sedrmazik a kivvetkezd aluki perembeludat:

(s) (ple)y) + gle)y = be)  (x € [a,B]),
i) + aap()y' (@) = m
(SPF) { BB + BaplBy'(®) =
7

whal p fulytonosan differencifilhato, g, 0 folytenes figgvények [o, b)-n,
tovabba p > 0, of +al >0, 82+ 42 > 0.

Mepjegyezeitk, hogy (1) a plz) = ef "M goredpeal adja (S)-t. A
pla), p(b) s20v20k beveztésdnek a peremfeltételekben praktikus oksi van
nak.,

Ha b(x) = U, m = g = U, akkor a fenti (5]+{SPF)-hes tartoed homegén
pererufelndatot knpjul,

Megjegyzés. A peremfuladat megoldisdban alapvetd fladat o ho-
mogén egyenlet alaprendszerének meghatirozdsa, Megmutathatd, hogy
ha gy € gy 8 homogén differencidlegyenlet alaprendszere, akkor az lnho-
mogén pererufeladatnak akkor, és cank akkor ldtezik egyértelmii megol-
désa, ha

mp (o) + aaplalylla)  eqyu(a) + cup(n)ys(a) | 20
Pron(h) + Bap(DuilB)  Fyall) + GapBlan(h) | 7

Ekkor o humogén peremfeludatnuak csak triviilis megoldésn van,
Az dltalines elméletet nem viesgiljuk,

2, Sturm-Liouville rendszerek

A kivetkeeOkben egy seabad paramétert is turtalmaszd peremieladatot
tekintiink,
Ar

¥ o)y + [aalz} + Ny =0, w&lab

minodrendd differenclilegyenlet, molyben egy A paraméter Is van, a
set e | [ae], o) = a@ie), o) =sie)

(= € [a,b]] jeloléeekkel a vele ekvivalens

(s1) (pledy’) + [ate) + Ml y =0, w&fub

slakba irhatd, melyet Sturm- Liowville sgyenletnek s neveznek,
Felteseziik, hogy A € R, g é8 & folytonos, p folytonosan differencldlheta

it




fiiggvények sz { = [a, ] intervallumon,
(5-L) reguldris, ha p ¢ 8 positivak, mig ha a jobboldalon 0-tdl killénbéed
fiiggvény van, gy inhomogén (S-1) egyenletrdl beseéliink.

{S-L)-t &z
(PF) { awy(e) + eapla)y'ia) = 0
y(B) + dap(0)y' (B) = 0
W@fe]melek mellett vivegiljuk, ahol @y, az, §i, M nem ming sérus
E;E;;T;]:H{t:ﬁ::l:lngyﬁtt Sturm-Liouville rendszernck neveaziik, Jelilése:

Azon A-lat, welyekre (5 L-R)-nek Ltesik 0-t6] kiilonbind megolddes e jat-
értikeknek, a bozzdjuk tartozd megoldésokat pedig sajdtfiiggvényeknek
neveszik.

Félda. Tekintsik az

(S-L-R) { :(rﬂ-;' :Huf D;.J (r) =0 U2z <q)

speciilis Sturm-Liouville rendszert,

a) Ha A €0, igy uz alaprendszer EVW"‘, e~V IN gy gy az Altulings

megoldis; N
= clf‘/l "4 E}JE'_JT‘,
de 8 peremmfeltételek mintt o = ¢y = 0, ezért y = 0,

b} Hu A > 0, ukkor us aluprendezer cos vz, sinv/Az, és {py an altald-
nos megoldids:
¥ = Acos VAz + Bein vz,

A peramfeltételek miatt:

(0) = Acos 0+ Hsin =0 = A=0,
vE) = —AVAsinVir + BvAos vVir =0 = BvAcosvhr =0,

Hi B = 0 lenne, tgy y = 0 adédne, ha B £ 0, akkor cos vAx = 0
miatt

¥ F]
VYot g,,_m‘ w 3“;1.,, - A= (2‘""'__1) (n=012..),

ueaz az (5-L-R) eajdtérteke a

A = (an +1)7

i n=90112...)
valts sadmok, mig a hozadjulk tartosd sajdtfuggvények
2n+1
u“(a;} = gin _R:J Sy (n:(]’l,___}

Megjegyzénck,

1) Ha (S:1)-ben pla) = p(B) és (PF} vz y(u) = p(b), y'{u) = y'(b) alakot
iiltl, akkor periddikus Sturm-Liouville rendszerrdl besséliink,

2) Adott sajatértikhes tibb (lindrisan figgetlen) sajatfiggviny is tar-
tuzhat,

) Vizsgalhutd a kiloubizd sajétértékekhes tartond sujithiggvéuyek or

togonalitisa u p stlyfiggvényre, ami axt jelenti, hogy ha példdul ¢
&8 1o kilinbiizt sajdtértékekhes tartoed sajarfiggvények, akkor

j Gl @plzde =0 (j £ K).

A példaban p =1, |a,b] = [0,n], gy art kell megmutatni, hogy

n
[sium-;—]xaingq-;—laczu Ei=01,...; i#35).
]

4) Virsghlhatd o sa)itértékek elhelyeskedése is (pl. egy reguldris (S-L-R}
sajarértéhed a(e) > 0 esetén valdsak).

5) Egy reguliris (5 L-R) sajdtfiggvényel egy konetans seoredig egyér-
telmien meghatdrozottak.

) Egy reguldris (5-1-R) dltalinos megolddsa a sajitfiggvények segit-
ségdvel az B
)
i
fipp vinysoreal dlithutd eld (Jdsd Fouger-somok),
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3. Parcidlis differencidlegyenletek
peremfeltételekkel

Legyen adutt ax (U, 0) és (I, 0] pootban riggitett i, melynek & pontja
a ¢ iddpillanatban az w(x,t) mogassdpban van, A resglst az

8 6%
(RHD) o o ]

parcidlis differencidlegyenlet itia le, ahol @ = /Fjp (F a feseitberd, u
az egységnyl hoseery esd thmeg.) A rdgeitettséget a

(") wU, =0 u(lt)=

peremfeltételek fejerik ki
At = 0-ban a hiir alakjdt egy f, sebességét egy o figgvény irje le, sz
teljesiilnek a

(%) wlm,0) = flz),  wle,0)=p() (0elnb])

kezdet] feltdtelek s,

Megoldandd tehat (RHD) a (P) perem-, flletve a (K) keedeti feltételek
mellett {ez egy hiperhdlikus parcidlis differencidlegyenletre vonatkozd
vegyes feladat).

Kerewsiik (RHD) megolddsit az

(52) ule £) = X{&)T() (e, teRr.)
alakban, Eet (RHD)-be helyettesitve

X)) = a* X" (2)T(t)
ndddik, melybil kivetkesoek a

(HaDy) X'2)+AX(z) =0 {ze[u,1]),
(Ha1y) T + AT =0 (e Ry)

mutgodrendll homogén differencilegyenletek.
(P} mwst v X(0)T(2) = 0, X()T(1) = O nlabut 61ti, umnibil ule, t) #£0
miast kapjuk (HaD,)-re a

(P1) X(0) =0, X{)=0

61

peremfeltételt,
Az elébb mir lattuk, hogy (H:0,) megoldisa

X(z) = AcosVAz + Bsinviz  (z&[0,0),
weniblil (P)) miate jin, hogy csuk

-

mellett van megolddy @4 ez A = ( miatt
.’C;.(;r:)=B.:sin!?Lw (e ], 200 )0
(HaDu) e pedig, adott Ay = (K*4)/(1") esetén (nzaz adott Xp-hoz) &
i(t) = Cﬁxmnk—t-t+.D;ulua%—l
mugoldis kivetkezik, Ty ure
ugla, t) = [E. cuua-k-iﬂ' -+ B ein a'-":-l: S[ sin k;- r

adddik, mely teljesiti (RHD)-t és n (P) peremfeltételoket,
Megmutathatd, hogy

]
w%fj(z}uiui:!:cdx.

2
kra

'
Fy= ]w(a) &in L w dx

o
mellett ax

o
iz, t) = 2:«;(:&',#) = L [E; wua—t + F uhmT t| sin -k-;.:
R} k=1

fliggvény megolddsa (RHD)-nek és teljesit! a (P) perem- ds (K) kezdeti
feltdtuleket ja.

Ez a megoldisi mddezer o Fourfer-mdderer (mni felhaszndlia a Fourler-
sorok elméletét is),

G2




4. Stabilitas

Legyen adott az y' =y differencidlegyenlet és y(#) az egyenlet y(U) = n,
mig #(t) a 2{0) = % + £ kezdeti feltételt kielégitd megolddea. Elkkor

I'l. j t
!;dn=!1ds = W)= (t20),
] ]

1 ; 1 |
fady=!1dt = #(t) = (n + &)e (tz=0)

2t —plt) =eet (L2 0).

Az adott differencidlegyenletnél a vilteed keedet] feltételekhez tartozd
megoldasuk killinbsége th_:& et = +oo miatt +oc-hex Lart.

Ha most as y' = —y differencidlegyenletet tekintjik, agy as p(0) = 5,
Mletve 2{0) = 5 + & keadeud feliételeket teljesitd p(t), illevve z{t) roeg.
vldisuk kilinbsdgdre (we vldbbivel asonos mddon) kapjuk, hogy

sty ~pit) =ee ' (t20),
wied udja, hogy 'I_irgq(z(f.) = p(t)) = 0, hiszen Jim e t=0.

Cél: Mugndui wnnek keitdriumndt, bogy epy adott differencidlegyenlet
megolddsa fulyronosan figg a kezdeti feltételokedl abban az értelemben,
hupy 2(0) éu g (0) kis eltérése esetén ae |28} - y(t)| eltérie ie kicsiat 2 0
Intervallumon.

Az flyen tipuai problémdl o differencidlegyenletek stabilitfselmélet éhes
tartoznak,

1. deflnieid (stabilitis, sseimptotikus stabilitds), Legyen
[ D C R 5 B udott fliggvény, mely logulibb ae

Sa = {lt,0) [ £20, |y - s}l < o}
halmuron értelmesett @ fulytonos, abol 2 : [0, oc) = E" a»
¥ = Flty

Lk

differencidlegyenlot megolddsa u 0 < ¢ < oo jitervallumon,

Az z(t) megoldist stabilnak nevezeiik, ba ¥ & > O-hoz 3 4, melyre

1, — ={0)]| < 4 esetén av y(U) = y, keedeti feltételt teljesitd y megoldds
winden ¢ > {-ra drtelmezett Ge

ly(t) ~wit)ll <& Yie|U,w)

teljesiil. Az x(t) megaldé imptotikusan stabilnak neveszilk, ha sta
bil éeili'r::= Jly(#) = ={1)]] = 0.
Egy =(t) megolddst instabilnak neverfink, ha nem stabil,

2. deflnieid (uiftrix polinomjs). Legyen
Polw) = ap b ma o +age” (2R
egy valoy pulinom, B = (By;) epy n % n-e wdteix, akker B, (5) alatt a
PalB) & agE + @B + -+ an B

miitrixot értjik &4 1 B maitrix polloomjinak neveszlik.
Ha B = Al (ahol 4 = (ay;) n > nes midirix), akkor

FolAt) = apE + ay At + - + g A"t"

agy #-0dl figgl mdtxix.

d
Megjegyzéy, d—i.l”,. (At) = AFP/(A1), nbul £ () a P, () derivaltin,

3. deflniciG (mitrix hatvinysora), Legyen
Ha)= Yt (fol <v)
h=0

adutt batvinysor uz r konvergencissugdreal, akkor rendeljiilk huzed o
B = (By) mitrixhox az f{B) métrixot, hogy

S ap (1815 B
(mu) (B =Y B (uB;... \/g By <r)-

Rl
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Tekintelik a €y n x n-es mitrixck ¢ = }uj Cy végtelen sords. Ha
k=U

= [cfy) é8 C = (cy), tigy ez nz egyenldnig n kivetkezd n* , darab®
el
iy = 2., o) végtelen srimwor xdviditése.
o

o0
Azt mondjuk, hogy a 3 Cy mitrix sor konvergens, illetve abszolit kon-
k=l
ol
vergens, hu vz n? |, darab® Y of; wedwror i ilyen tulnjdoneigd.
B0

Megjegyzések.

1) ||B] et 2 B métrix euklidessi norméjinak nevesilk, melyre a
nurma szckisos tula]donsdgain til - | AB| . < ||All, | Bll,, |42]. €
NAlLe lelle (o € 1] is teljesiil

2) Az (MH) hatvinysor abseohit konvergens, ha s = || B||, < r, mert
akkor | BY||, < |BI? = &*, ... || B*]|. < &*, .., am! adja az ahszoliit
kovyergeociat a wajordne kritéclum miatt.

) Ae

]
FlAL) = apE+ mdt+- = Znu!*t"
B0
t-tdil fiiged sor abszobit koovergene, ha |8 < rf(] Al.) =ty és egyen
letesen konvergens a (&, fp) birmely zdrt Intervallumdn, azas oz n®
sl szdmsor mindegyike egyenletesen konvergens, tovibba f(A¢)
tagonként differencidlhats éy

d '
g AN = Af'(AL) .

Kivetkezmény.
=E+ 8+ I:] +.
tovibba (e44)' = Aedt; eF1C = (€ (hu BO = CH) (e4) ' =¢ 4

Ezek segitségvel egy miésik (a kordbbitc] cltérd) utat tajalhnumk

o konstansegyiitthatée linedrs homogén differencidlegy ek
slaprendezerének é a konstensegyiitthatcs lumu.riu inhumugeu differen-
clilegyenlet-rendszerek dltalinos megolddsd JZEBATHE.

[iti]

L. tétel. legyen (A)nxn konstane mitrix, akkor a
{KLKDER) Y= Ay
megalddsa [0, oo)-en y(0) = E mellett

(KLKDER-Ma) yiz) = et
Tovibbi a
(KLIHDER-KER) ¥=Au+e, (w0 =n)
megolddsn:
(KLIHDER-KEP-Mo) e = ey + f e*t-tp(t)dt .
a
Bizonyitds,
) (%) = AeAT ad]n ay dllitds elsd felét, és nyllvan (0) = K is igaz.
b) Ismeretes, hogy (lisd Jilds modszere (LIHDER)-re) ha
Yy -4, (LHDER) alaprendszere, ogy (LIHDER) &ltalénos megolddsa
() y= Zc-:.- () + z ez, (<)
fal

ahol ¢j(z) teljesiti a

Yowy@E) =gia)  (=1,...,n)

=]
egyenletrendesert, mely az
o Pin .
: { lei(z) .. .ch(2))" =c'(z)

e (s () ... i) = ()

¥nl - Yun
jelilének mellett an
walz) € () = gz}



alakba (rhutd, whol det yg # 0 (mert g alaprendszer), igy 3 yj," ey
'(z) = yg' (a)la) .

elx) = £(0) + j va' (et} dt .
i
gy () no= (& ...co) Jelolés mellett ay

) = ymale+ 0 + [ amehua et} ae
0

alakot 8iti, amibél p(0) = y, miatt y, = ya(0)(c + ¢(0)), Metve
e+ e(U) = py" (U,

kiivetkesik. (53
() = prla)yy' (0)y, + f walzlyy (Delt) dt
1]

teljesiil. Ebbil pedig
weele) =™, pplla) =t
felhaswndldsdval jin ax dll{tds.

2, tétel, Haaue A mdtrix A sajdtéctikel toljesitik a Re Ay < o egyenlit-
lenségeket, akkor
le*]] S e (£20),
ahol ¢ > 0 alkalmas kongtans.
3. tétel. A
(KLHDER] y=Ay
minden megulddsa akkor, & cak skkor tart O-hor t = oo esetén, ha
Re Ay < 0 az A barmely A, sajatértékére.

a7

4. tétel (stabilténl tétel (KLHDER)-re), Legyenek Ai,..., A
(p < n) nz A mitrix sajitértékol ¢s v = max{Re M}, Akkor az z(t) =
trividlis megoldisa (KLHDER)-nek

— 7 < (-8 aszimptotikusan stabil,
— 7 > (-ra instabil,

7 = U esetén nem asdmptotikusan stabil (de lehet stabil vagy insta-
bl is).

Groonwall-lemma. A ¢ : [0,a] — K figgvény legyen folytones & tel-
Jesiiljtn, hogy
t
(1) Su+§jg‘a(7)dr VIE[Ta,8>0.
0
Akkar
$(t) Soe™  (LE]D,a]).

Bizonyitds. Nem kell.

B. tétel (Altaldnos stabilitdsi tétel). A g(t, =) figgvény legyen ér
telmezett ¢ 2> 0, |lzf] € o {o > 0) esetén, folytonos és

F a2, 2
] 1

jzli—o  Jiz|

=0

egyeulotesen ¢ > U-ra és g(¢,0) = U Az A mitrix legyen koustans és
clyan, hogy A ¥ Ay sajdtértékére Red; < 0. Akkor a

(x2) ¥ = Ay +gt,w)
differencidlegyeniot z(t) = 0 megolddsa assimptotikusan stabil.

Bivonyitds. A feltételek ¢ a 2. tétel miatt Mtesnek ¢ > 188 5 > 0
konstansok, hogy Re My < =/ &

e < e (220).

[i7.]



Misrészt () mintt = 4§, 0 < § < a, hogy

(O lott, 2l < oel (el 5,62 0)
Megmutatjuk, hogy
(=) WOlse<? = filisese .

Az 1. tétel wernt (++) megoldisa {mivel (s) = g(s, pla))) teljesitl ax
t
U0 = eMy(0)+ [ e Vgle, () do
! y 4
integrdlegyenletet, igy (s+s] miatt a

t

(s el < lpee* + [ et E ) as
i

egyenlOtlenséy teljesiil, ha |[y]] < 4.

Legyen y(t) olyan megolddsa (++) nak, hogy | | <& & legyen

(1) = ly(t)lle”. Ekkor a (+xs#) egyenlitlenség adja, hogy

o) st g [otsdas  (haloll <)
L]

ami a Gronwall-lemms miatt adja, hogy

¢(t) < cee'™,
vagyls
0 llp(e)] < cee”¥ <4

Ebbél lathatd, hogy |w(t)| &t poeltiv tre nem vesd fel és igy (o)
teljesiil, aml adja (=) fenndllandt i,
¥(t) & g fuggvény értelmesdsi tartamanydnek hatacdig, igy (v) wiath az
?gész 0 <t < oc intervallumra folytathatd,
By
= = -5 =
0 Jim 40) ~ 2@l = Jim y(e)] < ez Jim e~ ¥ =0

adja, bugy @(t) = U sszimprotikusan stabil.

L]



