LAJKO KArROLY

Differenciadlegyenletek

harmadik kiadéds

DEBRECENI EGYETEM
MATEMATIKAL INTEZET
2003

© LaJKO KARoLY
lajko @ math. kite.hu
Amennyiben hibét taldl a jegyzetben, kérjilk jelesze a szerzémek!

A jegyzet dvi, pdf és ps formitumban letélthetd a kévetkead cimrdl;

http:/ friesz. math.kite.hu /" lajko/jegyzet. html

Ez a jegyzet ApS BTEX-ben késziilt

Szedés és tirdelés: Kovace Laseld




|
g !
Tartalomjegyzék - T T S 63
1. Differenciflegyenlet, Cauchy-feladat fogalma 5 | VI. Varidcidezimitds 71
1. Bevezetd feladatok . . .. ... .. ......... s B 1. Alapfogalmak, alapfeladatok . . .. ............. i il
2, Differencidlegyenlet fogalma . . . ... ... ... ... R | 2. Segédtételek . .. ... ... R R e B e R Boe T4
3. Kerdeti érték probléma vagy Ceauchy-feladat . .. . .. ... 8 3. Funkciondlok varifeidi. . . . . ... SR VAl v 75
i 4. Az Euler-Lagrange differencidlegyenlet . . ... ... .. .. T8
II. Elemi iton megoldhaté differencidlegyenlet-tfpusok 11 | 6. Az 1. alapfeladat megolddea . . .. . ......... ..., [
1. Szepardbilis differencial gyenletek . . Lo i 11 !
| 2. Viltozdban homogén differencidlogyenlotelk . . . .. .. ... 13 | Feladatsor 82
3. Az y'=f(ﬁ'—§$) differenciflegyenlet . . . . . cians 18 |
4. Elstrendii linedris differencidlegyenletek . . . . ... .. ... 14 |
b. Egzakt differencidlegyenletek . . . . .. ... ... .. 18 !
6. Integrdld smored keresdse . . ... ... ... s pa B |
7. A Bernoulli- és Ricatti-egyenlet . . ... ... ..... ... 22 i
|
111, Egrisstencia-tételek Cauchy-feladatokra 25 |
1. Segédeszkiztk a funkciondlanaliziebtl . . .. . ... ..... 25
2. Egzisstencia és unicitids tétel DER-KEP-re . . . .. . .. ... 27 f
3. (L-DER-KEP) megoldhatémdga . . . . .. . ... VT - | |
4, (n-KEP) megoldhatésdga . . . .. ... ...... i e 0l |
5. Egeisstenciatétel DER-KEP-re . . . . .. ............ 34
IV. Magasabbrendil linedris differenciilegyenletek 35
1. Az n-edrendii linedris homogén differencidlegyenletek dltalinos
T i e e e T 35
LK gyiitthatds linedrls homogén diff ldlegyenletelk 42
3. n-edrendii linedris inhe én diff idlegyenletek . . . . . 44
4. Linedris differencidlegyenlet-rendszerek . . . . ... .. ... 47
5 K gyiitthatds linedris differencidlegyenletek megolddsa
| Laplace-transzformécidval . . . . ... ... e v o
V. Peremfeladntok, stabilitds 57 |
| 1. A peremfeladat fogalma . . . . . . ... . ... ... ... a7 |
2. Sturm-Liouville rendsgerek . . . . ... .. .. ... ..... 58 |
: 3. Parcidlis differencidlogyonletek peremfeltételekkel . . . . . . 61 !
1




I. DIFFERENCIALEGYENLET,
CAUCHY-FELADAT FOGALMA

1. Bevezetd feladatok

n) Legyen adott ax egyenesen moxgd pont © sebességliiggvénye, mely
folytunos, A fp iddpillanatban tartdzkedjon a pont az S belyen.
Hatérozzuk meg a pont 5 dtfiggvényét!

Megoldds: A sebesség definicioiibdl kivetkezik az
(1.1) &'(t) = v(t) {te®

egyenlet, ahol § ax ismeretlen, v ar ismert figgvény.
Az ggyenletben 5' szerepel (ez nehézséget jelent), de (1.1} azt mu-
tatja, hogy 8 primitiv figgvénye v nek (ex visront j6), igy

t

(*) S(t) = [ulridr +C
/

teljesiil. Ugyanakker a feladat ezerint S{to) = Sy is teljesiil, igy a
probléme a2

(1) Sit) =) (teR), S(to) = Sy
alakban fogalmazhaté meg, szaz (1.1)-et az S{ta) = Sy feltétel mel-
lett kell megoldani, ami () miatt adja, hogy C = Sy, gy az

t
S(t] = S + f:r{'r}d‘r {te R
tu

sreriny adott a feladat megoldésa,

b) Mennyi ideig emelkedik egy vy = 100 ™ /e kezdbuebeenégpel Hipgi-
legesen felfelé lott rakéta?

e

Megoldds: Fizikabdl ismeretes, hogy a rakéta v sebesrégfiggvinye
és derivalta kielégiti a

(1.3 vt = —g - koi(t)
egyenletet, Ennek a woldasit kell keresni a v(0) = 100 feltétel

ellett ée meg kell batdrozni azt a T idépillanatot, amikor w{T7) = (.
A feludat tehdt

(14) W) = ~g—ko'(t),  u(0) =100, o(T)=0

megolddsa. Ldthatd, hogy most a kercsett v fiiggvény ¢és a ¢ de-
sivaltfuggvénye iy seevepel. A mwegoldds wost vew nagyon , Jatseik".

Az (1.1) és (1.3), illetve (1.2) éy (1.4) dltuldnositisn elvezet a differen-
clélegyenlet, Metve Cauchy-feladat fogalmahor.

2. Differencialegyenlet fogalma

Jeldljiin y a tovabbiakban egy keresstt fiiggvényt, y{z) ennek a helyette-
gitdsi értékdt w-ben, Legyeu f: D C B* — R adott, ekkor a

21 V= Hea) o (illetve y'(z) = Fzpiz)

egyenlet am (1.1) és (1.3) egyenletek dltaldnositdednnk telinthetd, (2.1)-
et elsbrendd kirdnséges explicit diferenciilegyend k §6 snokis neveznd.
Altalénasabban:

1. definfcif. Legyen D ¢ @', f: D — R folytonos figgvény (ahol
D egy tartomdny). Az

(22 ¥ = fagt oY)
egyenletet n-edrendi kindnséges explicit ditferencidlogyenletnek nevesaiik,

ennek specidlis esete n = l-re a (2.1) elsdrendll kilefinséges explicit
differencidlegyenlet.




et

Az gyt = R (abo) | C R intervallom) fliggvény megoldiss (2.2)-nek
I-n, ha

1) y weveer differenciilhatd,
) ()., w" =) €D, VYrel,
9 i a) = fww(z),.. 0 NE), Vael
teliesil.
Tovabbi altuldnositdy:
2. definfeid. Legyen # : 1) C B ] adott folytanos figgvény. A
(2.3) Floyyh . y™) =1

egyenletet kintnedges n-edrendi differenciilegyenletnek nevenziik,
Az y i I - R figgviny ldésn a (2.3) differencldegyenletnek e J
{ntervallumon, ha

1} y m-swer differencidlbatd,

2) (z.p(e),...,u"Nx)) e D, Vazel,

9 Flwple).. 0" @) =0 Yael
teliesil.

Megjegyzés, Ha (2.2), illetve (2.9) ban f, lletve F az g9, .., 50" Y,
Metve y, o', - .., (" viiltcaolnak lnedrls figgyénye, akkar a (2.2), Wetve
(2.3) differencidlegyenlet linedris, egydbkénl nemlinedris,

3. definicld. Legyen D ¢ B tactomidny, § = (fi,... fu) : D = B*
folyvonos fliggvény. A

(2.4) ¥ =) = Fae) = Fean, o)
egyenletrendseert, amely ax
(24) yi=filean, ..o (E=1.0)

ulakba is irhatd, elstrendd kieonséges (n ivmeretlen figgvinyt tartal-
) explicit differencidlegyenlet-rendsmernek neversiik.
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Ary = (... pn) 1 4 - B Biggvény (fiiggvinyrendseer) a (2.4) {illetve
(2.4')) diferencidlegyenlet-rendszer megoldasa I-n, ha

1) y {illetve uz yi-k) differencidlhata(k),
) (@ 9()) = {2,0(x),... . unlz)) €D Vzel,
0 ') = Hap()) (lletve pile) = filz,nla),....pale))

t=1...,n) YazE]

teljesiil.

3. Kezdeti érték probléma vagy
Cauchy-feladat

1. definicid. Legyes D € B! tartomdnoy, f @ D = R fulytoncs

fliggvény, (zu, g1, ... Bua) € D régaitets. A

(31
v}""=f(-‘=.w‘y'.---|ut" ) nw{w] o1 (10, m 1)
blémdt egy -vd eacplivit dges differencidlegyenletre vount-

kand kewdet! ériék m-nbl!‘mﬂmk vAgy Cau:'hy felndatonk nevessitk (e

n= lre y' = flmy), wleg) = yo alaki),

Az (@) = goupr (1= 0,...,n - 1) kikitéscket kezdet] feltételeknek

neversik.

Az y: I~ R Higgvény megolddsa {3.1) (n-KEP)-nek, ha

1] y n-seer differencidlhatd,
2) (z,9(2),...,4'" Na)) €D Vael,
€ gt = floyle),. ) Yaoel,

4) 1) = popga (i =10,... ,n=1)

teljesiil.

Megjegyzds. Husunld a halyzet o nem explicit esetben iy,
F:D C B o R Higgvénnyel.




2. definicié, Legyen 2 o B*? tactomdng, § = (f,... fo) i D - B"
folytanas tHiggvény, (Zo, 1) = (2g, W1, .- un) € 4 adatt pont. A
(1.2) V=il sed=n 0= e

problimit egy differencialegyeniet-rendszerre vonutkozd keedeti drték
probléménak vagy Cauchy-feladatnak nevezsiik.

Az y = (y-eoyn) 2 4 = B figgvény megolddsa a (3.2) (DER KEP)-
nek, ha

1) y differencidlhatd,
2) {w,w(z)) = (2 led,...,un(z)) €D Vel
8 y'x) = flewe)) Vaoel,
4) ylwo) = yo
teljesil.
Tétel (dtviteli elv). Legyen D ¢ B turtomdny, f: 0 — K folytonos
Higgvény, (T, yu1 -+ 5 Yon) = {0, ¥0) € D rigritett.
Ary: I — B figgviny akkor éy csak akkor megoldisa a (3.1) {n-KEP)-

nek J-n, ha az (g ..yt 1]) vektorfiggyéuy (Figgvéuy n-es) megol
déna a

in o

) : E pelw) =g (i=1,...,n}
Yoa = WUn
e = JlEy, )

(DER-KEP) nek { o,
Bizonyitds.
n) Hay: - R megoldans (3.1)-nek I-n, akkor ae
nis) =y, wE=yE. .. pe) =" )

(@ € I) seerint definddlt (y,.. . pa) vebtorfiggyény megoldisa (s)-
nak, mert

@) =) =izl Wi =" @) = wl=),
Voo (x) = 30V {a) = yulz),
() = p"z) = flm,p2), ¥ (@), ... p™ o)} =
= flenl=), . opnls))
(w & I), iNetve p(z0) = ygiq1 (E=0,...,n— 1)-hél
i (20) = pm, ey ¥nlzc) = gon.
arud
) = pue fi=1..,n)
adédik,
b) Ha (y1,... %) megolddsa (x)-nak I-n, akkor g}{z) = yi.a e
fi=1,...,n—1, wel),igy
Balie) = g g (m) = gl y(m) = o =" Ve), 2,

f-Vo

W) = i) = Flean (@) (e)), zed

Wiz =g (i=0...,n-1),
tehdt gy =y I = R megolddsa (3.1)-nek I-n,

Megjegyzdus, Az dtviteli elv lshetdve tese, hogy (n KEP) fuladatok meg-
cldhatdedgat (DER-KEP) megold firn ik vissua.

-
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II. ELEMI UTON MEGOLDHATO
DIFFERENQIALEGYENLET-
TIPUSOK

1. Szeparidbilis differencidlegyenletek
Definicid. Legyenek f: [o,0) =+ B g : |e,d = R (g # 0) adott
folytonns fiiggvények. Az

(s2) y' = flw)y(y)

differencidlegyenletet szeparibilis {(seétvilasethatd vltoedja) differen-
clilegyenletnek nevezeiik.

‘Tiétel. Auy:|o,b] = |¢, d] differencidlhato figgvény aklor éa csak akkor
megoldésns (5Z)-nek, ha

1) [
(52Mia) (( f ;-{J.ﬁm) oy) () = j Flode

(.20 & [0, 8 y,30 € [c,d]) teljesill

Blizonyitda. féu 1/g folytonosak, igy sz
=
Fi) = f FOE O (z € [2,8).

Gly) = fEE’,‘—]aHGJ (1,30 € [e,d])
o

eerint definidle F: |o.b) = B, G |o,d] ~ R Higgvényekre F' = f, %' =
1/ g teljesil.
a) Hay teljesiti (SZMc)-t, akkor
Glylz)) = Flz) + Co — Oy {z € [a,B]],

n

wmi gy, F, 7 differencidliatosdgn miatt adjn, hogy
G'yle)) w'(e) = ¥z} (o€ la, ),
ALHE
v'ie) = flelplule))  (xe[ab)
teljest], tehdt y megolddsa (S2) nek.

b) Ha y megelddsa (SZ)-nek, akkor
i ) P
o= gfidy ek

én # helyettesitdven integedlin tételo mintt bdoney x,20 € [o, ]
esetin

w [ ¥
- f¥e 1
e (] ) o

T wo=pi{Ta)

kévetkezik, azaz (SZMo) teljesiil,
Megjegyzések,

1) A tétel aerint ylieg) = o s teljesill, iy wey' = Fl)oly), o) = w
kexdeti érték probléma megoldisit kaptuk meg.

2] A kiivetkesd formaliv modszert gyakoun hasenéljilk:
dy dy
52 — Y e f__;j Yz (),
! er Ha) 70 fla)da ()
amit mepgoldva y-ra kapjuk (52) megolddgdt. Az (o, yc) pomton

athaladd megoldishos gy kell megvilasztani az integricios kons.
tansokat, hogy a (*) egyenltsdy teljerilitn 2 = g, y = yo mellett.

B teljestl, ha
v d‘ B L3
J ok f e,

ami adja, hogy ¥ teliesiti {SZMo)-t.

d) Viesglbatd olyan eset s, amiker valamilyen yo € (¢ dl-1e gy} = 0
(ekkor y(w) = yy nyilvan megoldds, de Jehetaelk s megolddsok is).

12




2. Vialtozdban homogén
differencidlegyenletek

Tétel. Legyen f: [ d] = B adott folytonos Figgvény, g Ja,b) = R
olyan, hogy € ¢ ju, b 65 3y [a, bl-u és yle) fe € |c,d,.
1 aklor és csak akkor megoldasa [o, 8)-n a
o (¥
(v} V= (w)
vidltuzdhun homogén diffurenciflogyenietuek, ha vz
wilad] B ulz)= =

figyvduy meguldis o, b -n v

o'

fi

evopardbilis difforenclilegyenletnek

Bironyitis, Nyilvénvald.

8. Azy'=f (ﬁgu;:;—T) differencidlegyenlet

Ha ¢ = 7 = 0, akkor a cfmben egy (VH) tipust egyenlet swerepel,
mundjuk fi R - B tipusi adott folytonos filggvény esetén,

- Ha
a b

a g =af - bda=0,

nzaz ha & = 3 = & llletve & = A, b= A, nkker u vimben seerepld

egyenlet 2‘:;!&!‘;_11 a
o' = glaz + fu + 1)
nlakba, mulyst sz
ulr) = oz + fylz) + v

1

helyettesitéesel az
u =+ fy =a+ dglu)

alukba irhatunk, ami egy specialis (S£) egyenlet.
Ha 5
[
a 4 # o,
akkor az

art+by+ec = O
ox+dy+q = 0

linedris egyenletrendyzernek pontosan egy £ 7y megoldise van,
Ekkor belathatd (igen egyscerlien), hogy az

yiH-=R  (E¢H aeH = az+fy+v#£0)

fiiggvény akkor és esakis akkor megolddsa H-n ar dltaldnos differencigl-
egyenletnek, ha a

WiH SR W) =yli+O -y (H'={[1+EeHY)
figgviny megolddsa as

Wia) = F (?_(:1)

differencidlegyenletnek, ahol
Fiz) a_‘},(|:|+bz) )

o+ fz

4. Elstrendii linedris differencidlegyenletek

A kivetkeelkben seiikségiink lese az alibbi, s paraméteres lotegrdlok
differencidléedra vonathos6, n kordbbinil réssben dltaldnosabb, de keve-
sebb valturdszdmt & egysmerlbb értelnenési tartomanyd fggvéuyekre
teljesiild tételre,

14



Lemma, Legyenek o, : [o,b) = R folytunvsan differencidlhatd figg-
vények, hogy

c<ple),d(e) £d,  x€al.
Legyen tovabba f : [u, b] % [e,d] —+ R folytonos és av elsd viltozd)a sverint
folytonosan diffecencidlhatd figgvény Ja, b] x [¢,d 0. Ekkor a

wiz)
by} f Hedt  z€[ab
wl=)
fiiggvény differencidlbatd, és ¥ 2 € (o, b esetén
wie)
n'iz) = f Dy gl )t -+ o (=)' (2) - fle, i)' (@) .

wis)

Blzonyitéds,
d d
Ha r\t{n,:fﬂn:l)dl = 3¢'{:)=fD;ﬂ.n=t]d!.
He Flz,y,z) = fﬂ:,!)dl =
¥

an.r:fu.r:
¥

3 Dok = = f(z,9)
3 DyF = fiz,z).
Mivel h{z) = #(z, o(z). 9iz)) & 3 D8, Dok, Dyt
= 3N (z) = D F 4 D Py 4 Dk
= ar Allths

Definicid. Legyenek f g: [0,b — & adott fulytonos figgvények,
¥ : [, 8] = R differencliilhatd Jsmeretlen figgviny, A

(Lim) ' = Ha)y + g(z)

15

differencidlegyenlotet elsirendi linedris inhomogén, mig az

(LH) v = fley
diff legyenl dlstrendi 1 homogén differencidlegyenletnel
neverzilk.

Tétel. Az y: [, b — R Riggvény akkor ds ceak sklor wegolddsa (LIH)
nek, ha 3 ¢ € B, hagy

(LIkMo) ple) = cpna) +pefe) (o € [a, b)),

ahol yu : [a,b — B ae {LH) differenciflegyenlet sehol el nem Lind,
we i [o,0] = R pedig (LIH) egy (partikuldris) megolddsa.
Tovibba, ha zy € [a, b rbgeitett, akkor barmely z € [, b]-1e

(r) ya(z) = oxp (_} f(!}a‘t) .
pplz) = fs(r)ap (fj(t)dc) dr =

(" . * g .
= [uxp (‘j j(ﬂdﬁ) [ oplr)exp (—Ej j{i}m) dr .

Bizonyitds,
a) Legyen y megoldasa (LH)nck, zq € |a. d] adott, akkar
¥iz) = fDulz) +g(z) (= €[a,8]),

melyet exp (— }j(z]dﬁ) # 0-val szorvzve kapjuk, hogy
¥(a)exp ( f f{t)dx] Ha)y(e) exp ( J f(i]dl) -
= glz) exp (~ s (ildf) .

16



winibél lithatd, bogy = € [a,b) esetén
£ |uerew (— I m}dc)] = (o) e (— /i f{ﬂdt) :
Ez pedig adjs, bugy

viz)exp (— ] :mdr) = J ariex (— i mm) dr+e,
melyet exp ( f J‘(z)dt) vel szorozva

o Ey T (J'* j{t}ds) + fy(r)up (_[ Faydt };(c]a) dr =

T ( i ;(c)aa) T (J m)m) ér

udddil, melybil (H) du (P) Sgyelumbevitelivel fin (LIHMe).
Ha y (LIHMg) alaki, akkor ({K)-t & (P}-t tekintve)

wnlE) = flz)exp (f J‘!f}dt) = Heyn(c) ,

agnz (H) muguldisn (LH) nak.
Ugyanakkor (F)-biil, a lemma

P =0, Wa=a  for) = sir)ew (] o)
wpediliv valasztisa wellett birmely @, 7 € |a, b] exetén

yplu) = I glv)exp (,f !(t)dt) Ha)dr + glz) exp (zr f(!Jdt) 0=

= 1(s) [1 syo (1 mm) dT} & gla) =

= f{z)yp (=) + gl=)

7

adodik, szaz yp megoldisa (LIN)-nek,
Végiil pedig (LIHMo) differencidlasival birmely z € [o, ] esetén

y'(m) = [eyn + yp (2] = eply(z) + yila) =
= ef(@)uu(z) + flalpslz) + piz) =
= Flu)leyn (0} + ypiz). + olz) = f=)ple) + gls)

araz o (LIHMe) wluki figgviny valdban megoldisa (LIH)-oek.

5. Egzakt differencidlegyenletek

Definicid. Legyen 2 ¢ B tartomény, £,¢) : 2 = R adott figgvények.
Az

(E) Plz,y) +Qz,uly’ =0
egyenletet egeakinak neversiik, ha ar f = (F,Q): D - B Mggvénynek
létezik primitiv figgvéuye, war Mtezlk F 1 D < B diffiencdlhutd
fliggvény, hogy

F=f aa: DWF=PFP dé& D;F={
teljesiil.
Megjegyzés. (E)-t szokds uz
(&) Pz, y)ds + Qlz,y)dy =0
alakban is fini.
Tétel. Az (E) egrakt differencldlegyenletnek az g : J -+ B differencidl-
hat Figgvény (melyre (z,y(z)) € D, ha z € I) akkor és cvak akkor
megelddsa I-n, ha 3 C € R, hogy
(EMc) Flz.pla))=C (zel),

ahol F ax f = (F,{}) figgvény primitiv fiiggvénye.

18




Blzonyitds.

) Legyen y (EMo) wlaki, aklkor sz Gssewtett figgvény differenciilisi
szahilya szerint

Dy Flz, yiz)) + DoF (e, ple)y' (=) =0 (zel)

kivetkezlk, amd Dy F = P & D) F = (J-val adja, hogy p megolddsa
(E)-nek.

b} Hay megolddsa (E}-nek I-n ée (E) egaakt, akkor

0= DyF(a.(w)) + Dok (@, y(ally’ = iF(‘—'-y(ZJ) @en
teljesil, ami adja (EMc)-t,
Megjegyséaek.

1) Egy egzakt differencidlegyenlet megoldisahos elegendt az F primitiv
filgvény meghutdrozien,

2) Ha [ = (P, {): D = B olyan, hogy D ceillageserl tartomény,
folytonosan differencialbatd (aear P éy € iv), tovibbd Dy P = 1, ()
D-n, akkor letezik § — (P, ¢})-nak primitiv faggvénys, Ha (zo, )
agy coillagkivéppont és g : |a,b] = 1 olyan seakaseonkdnt sima
wiithe, mely vz (@y, o)t (o, p) 0ol kitl desve, aklkur ez primitiv
figgviny nz

=]

Few)-[1- [
H

{en.ga)

ntegralfiggvéoy (ldud Auvalfels I1L, 111.4.2, vétel).

A 2} megjegyeés feltételein ol teljesiiljiin,d hogy gft) = (=(t),p(t))
folytoncean difterencidthatd (ple) = (wo,w), 9(0) = (&,y)), ak
kox a girbement! integrdl kissdmitdsira venatkozo ismert tétel (Med
példdul Analfcs 11.) alapjdn, ha 3 g7, gy

£2

s Maw) 9 e g)
Fag = [ Pl @+ JRCECRONOS
18

4) Ha U téglulup vagy kinlap, akkor barmely rogeitstt (my,ye)-bol
birmely (z,y) € D elézhetd a tengelyekkel pdrhuzamos srakaseokbal
Allé tdrdttvonal mentén, példdul:

BN )

B r

tamgn)

A fulytonos vonaleas:

o) = g U g (1) = (= (1)1 (&) L (P () (1))

ahal
. W C [ew=e
{3"(‘)=ya tE [zy,2, {y"{i):s t € [y, ]
iRy ) )
F(m"‘]=fP{‘nW]d"+fQ(z,1)ds

A wenggutort vonalra (hasenloan):
" [
Fey= [ Pemds [ Qe
y e

§) Flz,p) utdbbi két alakjiban seokde ae elsd integrdlban £ — =, a
miésodikban ¢ =  hasandlata is, ekkor

Flw,y) = ja“(z.:m)d: + j@tw‘y)n‘n ;
L1} W
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illetve

Faa) = [ Pepie+ f Qo ¥)dy
£3 o

0) A« (E) eguakt egyenlet (2g, yo)-on Athaladd megolddsdt C = § mel-
lett kapjuk.

T) Az o' = fla)oly) (@ # U) seepardbilie egyenlet egrakt differencidl-
egyenlet,

6. Integrald szorzd keresése

Definicia, Ha y teljesiti (E)} tés 3 p: D — R (p # 0) fiiggvény, hogy
u {ul, pQ) Rggvénynek léterik primitiv Riggvénye, srar a

() alm, y) Pz, y)de + plz,3)Q (e, y)dy = 0

ditferencidlegyenlet egzakt, akkor pt az (E) egyenlet integrald szorzdjd-
nak {Euler-multiplikdtordnak) nevezeik.

Megjegyrésuk.

1) Ha létesik integrald szorzd, Ggy ((E) és (+) ekvivalencidja miatt) (E)
megoldésa visseaverethetd a (#) egeakt differencidlegyenlet megol-
déwdira,

2) Integrald szoreGt az aldbbi midon kereshetiink:
DapP =DwQ &  Qpe - Ppy = (P — Qaln .
melybél ha g = plw(z,y)) Bl wlz,y) = & vagy y vagy o+ ...

d
Q:::w, - Pd:u, = (Fy - Qalpe,

illetve
W) Py -Qe
Ma)  Quig — Puy

21

ShEe e

kivetkezik, ami adja, hogy
#lw) = exp D < Pooy (w)d

ha Qi:-?‘:u. ax w figgvénye.

7. A Bernoulli- és Ricatti-egyenlet

1. bétel. Legyenek f.g:[a b — R adott fagevények, a € B\{0},
ofl Ay o b = R (y > 0) differencidlhatd fliggvény akkor ée conk
akkor megolddsn [a,b -n a
(8) v'(#) + fla)ylz) + glaly(z) =0
Bernoulll féle differencldlegyenletnek, ha a

Pilab =B gle) =y' *(e)
fliggvény megoldisa a

W'(@) + (1 ~ a)f(a)¥(e] + (1 - a)g(z) =0
linedris differencidlegyenletnek |u, 8 n.
= YT ] - L . e | ]

Blzonyités. p(z) = [W()]™= & p'(a) = —— W) =" - ¢(a)
wmdutt {B) akkor 68 vsuk aldor teljesiil, ha

1
l-a

[#@)] 7" - ¢'(@) + f)E)] ' + @)@ =0,
Braz

#'(w) + (1~ a)f(z)¥(x) + (1 - a)g(z) = U
birmely ¢ € |o, ] esetén, umit bizonyituni kellett.

2. tétel. Legyenek f,g,h: [a,b) = IR adottak, y,ye : [a,8 —+ R diffe-
renciflhatdk és yp egy megolddsn az

(R) v'(z) + fla’(z) + plz)ulz) + hiz) = 0

2




Rivatti-féle differencidlegyenletnek. y akhor & ceak akkor megolddsa
(R)-nek, ha a

Vilod 2R ) =ylz) - yels)
fiiggvény megoldésa a
() + [25{x) yp () + gle) () + fla)w?(z) =0
(B) differencidlegyenletnek.

Bigonyitis. Eyyszeri.
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111, EGZISZTENCIA-TETELEK
CAUCHY-FELADATOKRA

1. Segédeszkozik a funkcionalanalizishél

A linedris tér, normalt tér, metrikos tér, teljes metrikus tér fogalma mér
isoert ne Analiziy 1-111-bol
Fontos lose szdmunkra az aldbbi két eredmdény.

1. tétel (Banach-féle Hxponttétel). Legyen (X,d) teljes metrikus
tér, 4 : X = X kontrakeid, szaz olyan leképezds, hogy 2 a € (0,1),
hagy

d(Az, Ay] € adlz,y)  (Vaz,) € X)

tellesil, akker A-nak pontosan egy fixpontja van, azaz pontosan egy
z € X Wtezlk, hogy Az = a.

Bizonyftds. Legyen zo € X teteeileges, (xn) pedig
m=Amy, ..., Bp=Az,_)=A"2
szerint detinidlt sorozat X-ben,

Eldseir megmutatjuk, hogy {(z,) Cauchy-sorozat:
Legyen m > n, ekhor

Al Zo) = d{ A"y, A™y) < e A" Vg, A Virg) <
< a"d(wg, 2. ) €
< a™d(z, 1) + -+ e 0 18m )} <
< a"dlwg, ) {1+ o+ - +a™ ") <

(=5
< atd(sg,m) Y 6" =
mel

nﬂ
=gl m),
i o™ =+ 0 miste wdje, hogy V& > 03 ngls) € N, Y u,n 2
nyle) = dizn,zu) <e.
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- (X, d) teljessége miatt {zx,) konvergens, szaz 3 € X, hogy

iim z, = 2.
- "

= Megmutatjuk, hogy £ fixpontja A-nak. Egy kontrakeid nyilvin foly-
tonos (d Ax, dzg) < ad{z, xp) miatt), igy

Az = Atnﬁ_ﬂzn) = HIE&A:,‘ = "Imeac,..'.; =z,
tehiit & Hxpontja A-nak.

= A fixpunt egyértelmilen meghatirozott, mert ha Az — o és Ay = y
in teljesil, dgy

d(z,y) = d(Az, Ay) < ad(z.y) ,
ami o < 1 miatt ceak Ggy leheteéghes, ha d{z,y) = 0, azae © = y.

2. tétel. Egy toljes metrikus tér bdrmely wirt alture js teljes metrikue
tér.

Teljes metrikue térre fontos példa u Cela, b tér:

ennek alaphalmaza: Cyla,b) = {f : [a,8] -+ R* | f folytonos};

Cilo, b] linedris tér a figgvényekre értel t & désra és sha-
ldrral val szorzdsra nézve;

Clo, b] normalt tér az ||fllo = sup {||F(z)|lur} sxexint definidlt
#klad

normdval (ami igen egyszeriien Nw"ﬁlthatl.'l]i

= Oylo, ) metrikus tér a d(f, g} = ||f — pllc ezerint definidglt (a || [lo
normébél sedrmeartatort) metrikdval.

- Cyla, 8] veen metrikival teljes metrikue tér,
Legyen {fo} (fn € Calu, b)) Cauchy-sorozat, akkor Ve > 0 Incle) €
N, Vo,m 2 ng(e) = ||fa — fullo <&, mnl adja, hogy

(#)  fala) ~ fmlellge S o~ fulle <€ (V= € a b)),

uznz oz {f,) figgvénysorozat egyenleteen kuovergens o, o (o
Higgvénysoruzatokra vonatkozd Cauchy-féle konvergencia krltérium
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miatt), tehat 3 f € Cyla, b, hogy fn = f egyenletesen. Ugyanakkor
{mert folytenos Higgvények egyenletesen konvergens sarozatinak ha-
tarfiggvénye) ax f folytonos. Ekkor (#)-bo1¥ n 2 nc(e) é8 = € [a,8]
asetén
IFula) - flz) ar S &,
illetve ebbi
lfo—Fflose Vn2m
kijvetheeik, tehdl (fu) konvergdl a¢ f € Cylu,b] elemhe: a Cyla, B]
metrikus térben, aml adja e dllitdst.
Megjegyzés. Hak = 1, igy Cila, b)-t egyseerien Cla, bl-vel jeliiljiik ¢s
ae |u, b] feletti folytonos, valds driékil figgvények terdnek nevessik.

Definicid. Legyen Gy € B™, I = [u,b], G =1 x Gy, f: G = B |
Lipschitz feltételt teljesit (-n (az utolsd m véltozdjiban}, ha 3 L > 0,
hogy ¥ (@, 31 ), (z. 1) € G-re

1) = flz,m2)lize € Ll = wallee -

2. Egzisztencia és unicitids tétel
DER-KEP-re

Igen fontos a DER-KEP probléma kvetkezd dtfogal (vissza
tdse Integrilegyenlet-rendszerre):

Lemma, Avy: I — R* differencidlhatd figgvény akkor, és ceak akkor
megolddsa az

(DER’-KéF‘) ¥ = flz.n), W) = wo {w,y) € D c B
problémiinnk, ha fulytonos megoldisa we

(IER) wa)=w+ [ v

iutegralegyenlet-rendseernek. (Itt f D = B fulytonos figgvéay.)

7

Bilzonyités.
) Ha g :f - 0" megoldise (DER-KEP)-nek, akker
Vi) =flog) {(ael)

€9 y folytonossdga adja, hogy £, p(e)) folytones I-n, igy létesik
az

[ tvena

jutegrdl &
vo) =t [ fhule @,
Ty

ahol ylzg) = yy, sear teljesil (IER).

b) Hay : I =+ B" folytonos megolddsa (IER)-nek I-n, akkor f(z, y{z))
folytonossdga miatt

f Hty(ede

differenciilhntG és dedvdltjn fz, y(=]), mhsréset (IER) adjn, hogy
y differencialbatd és y'{z) = f(z, p(z)) (= € I), tovibbi (IER) see-
rint y(zy) = zo is iges, ebbdl pedig kiivetkezik, hagy y megolddsa
{DER-KEP)-nek.

Megjegyzés. A lemma miatt (DER-KEP) megoldbatdsdga és a megol-
dds egyfrtelmiivdge (ege ia és upicitds) egyet jelent (IER) megald-
hatdudgival és o megoldd Irmiiségivel

e&-‘n
Tétel (Picard-Lindelof egzsisztencia ds unicitds tétel).

Legyen Gy C B™ nyilt halmae, I = [0, b CR, D=IxGy, [ D R
folytonos fiiggvény, hogy léteeik L > U, hogy

fF(z.m) ~ Flaw)lee < Ll —pallre (¥ {z0). (2,92) € D),

8




wenz Lipschitz-tulajdonsigd D-n. Legyen tovibbd @y & F és e € Gy
vgeitett. Akkor 2 a > €, hogy az

(DER-KER) =Sl ) =w

Cauchy-feladatnak az ) = 11 oy — 0,5 + a istervallumen latezik
megoldésa 8 oz egybrtelmi.

Bizouyitds., A lemma szerint elegendd az (IER) integralegyenlet-rend-
wzer folytonos megoldissinak lotezéudt és annsk egyécrelmiindgit bizo.
nyitani.

a) A Mtezde bizenyitdaa:

= Ghoyilt, gy 3 v >0, hogy T = {y | g~ mll S 7} C Gu, &8
gy ae I x @' C D teljesiil ée I x T mdrt, Bkkor J folytonossdga
wintt 3 K > 0, hogy Ifll < K 7 x Tu.

- Legyen ¢ = min {"‘, L-IH}’ I =TNjgc=-o00+a.
= ‘lekintsilk sz
X =C={p|p:h +T,p olyton}
halmeazt a
dXxX =R deyw)= ::g{!lw(w] - gale)l}

metrikival, (X, d) wdirt altere a kordbblakban tekintett, Cu ()
teljes wetrikus térnek, igy teljes mutrikuy tér,

— Ertelmesziik (X, d) n az A leképertst
(e 2 w0+ [ o)t (we )

everint. A : X —+ X tipush, mert ¢ = Ay folytonos Li-en (8
integralfiggvény jsmert tulajdonsiga miatt), tuvdbbd

=) pall =

T 1t pna

< Kile -zl €« Ka < v
miatt ${01) C 1" s igax, igy ¥ = dp e X.

< fllf(t, ONERS

Fi|

- A kontrukeid, mert ha g,y € X, Ggy

| w
(A ) ) — (A ()l = LJ [Fltrea (8) = F{twalt))]dt| <

< jllm.m(sn ~ Fltea) dt <

< [ Ldlpr, pa)dt <
L

< Lz - aclld(ier, ) <
L
= Loadig, ) < ZIid(WhhﬂzJ
(hivzen L/(L + 1) € (0, 1)).
~ Az 1. tétel (Banach-féle fixponttéte]) miatt A-nak ltesik fix-
poutja, azar =y € X folytonos fuggvény, hogy (Ay)(e) = yiz)
(¥ = & I), vagyis

¥ia) = wo + f St (ze b}

teljesiil, tehdt létesik megolddsa (IER)-nek, és fgy (DER-KER)-
nek I -en,

b} A megoldds egyértelndséginek bizonyitdsa:
A Banach-féle flxponttétel miatt u megoldis egyértemi is az Jy-en
differenclilbatd figgy fnyek kivében I -en.

Megjegyzéuek,

1) A tétel feltételei mellet a (DER-KEP) megoldisit (ac A leképesdés
fixpontjdt) az

wo(@) = w0, (@) =0+ [ fmatle k=12...se0)
g

wrerint definidlt (ys) figgvluysorusat hutdrfiogvdnye adjs.
Ae eljirdst Pleard-féle szukcessely approximiclinak nevezaiik,
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2 o= 1 mellott we elvbrendi explivit differencldlegyenlotre vonat-
kaozé Cauchy-feladatra vonatkozs Picard-file egzisetoncia és unicitis
tételt kapjuk.

3) Egy példa: A
(kEP) ¥o=my, o w(0)=1
Cauchy-teladatnak megfelels Integralogy
(E) plz) =1+ [ ty(t)dt
/
Eldkor
7 "
volz) = 1, gl(z)=1+fw=1+f§,,..
u

1 fz?\? 1 fz2\*
yl(:n)=1+?+ﬁ(?) ++m(—2—] e
é yalm) — exp(e? /2) egyenletesen, igy (KEP) megoldisa:

viz) = exp (f:) {z e R).

3. (L-DER-KEP) megoldhatdsdga

Legyenek g5, i : J = R {i,§ = 1,...,n) adott folytonos Higgvények,
akkor

W= qu(u)w +il),  milw) =g (I=1,...,0])
i=1

epy linedris differencidlegyenlut-rendszerce vonatkozd Cauchy-Feladat,
mely az

th ¥
v={ il e=| |, g=lgulnxn
Yu P,
n

Jelilénsal az
{L-DER-KEP) ¥ =gl +wls),  plo) = w
alakba ie {rhatd,
Bz ckvivalens ux
(L1ER) ute) =ve+ [ [a(0)9tt) + 0
integrilegyenlel-rendeserrel. J
Legyen D = I x I, akkor az
FrDCBER™ 9B, f(z,9) = glely +plo)
folytonos tiggvényre ¥ (z.3"), (z,9*) € D esetén
[£(z.9") — Flz.®)] = gldty’ - »*)| =

= \E _fimlﬂ(&} - u}']] < nK|yt — | = Ly’ - 47|

teljesiil, avar Lipachite-tulajdonsdgh, igy a: (L-DER-KEP) megoldhatd é:
amegoldds egyértelmit & © I-n.

4. (n-KEP) megoldhatdsdga

Tétel (egaisstencin és unicitdy tétel (n KEP)-re).
Legyen 5y C H" nyilt halmae, | =[0,b) C R, D=IxG, f: D=+ R
folytanos fiiggvény, hogy 3 L > (, hogy

Ha') - Me®) <Ly o?]  (Fleat) ea®) e D),
aear Lipschitz-tulajdonsdgd Don. Legyen tovdbbd zy &€ F, w & G
rigeitebl.
Akker 3 o > 0, hugy az

(n-KEP) = flrane ™), 0 (2) = puen
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(i =0,...,n 1) Cauchy-feladutnuk ae [ = I N [y ~ 0,2y + o] inter-
vallumon létealk megalddsa & ne egyértelmii.
Bizonyitds. Az dtviteli elv seerint (n-KEP) ekvivalens ax

W=m
(&) ;, - wize) =g (i=1,...n
n—1 — dn

e = S y10e0 0 pa)

Cauchy-feladattal, azaz y : Iy — B akkor, és csak akkor megoldfise.
(n-KEP)-nek, ha (y.p',. .., ¢ ) . [ = B" megolddsaa (A) (DER-KEP)-
nek, ahol

F={h fals Slzg) =g, (=1, m-1], fa= 1

Kénmyen ellendicizhetd, hogy teljesiinek a Picard-Lindelif-tétel feltételed,
igy a kapott (DER-KER)-nek (és igy (n-KEP)-uek) létezik megolddsa és
egyértelmi.

Kovetkezmény (L-n-KEF megaldhatdsiga). Legyeuek
... 8, b0 I = R folytonos Figgvények, zg € I, g € B" riigsitott,
Akkor vz

il = tgin-1] 4L ; 5
: W = (ay oot e (a)y + b
L-n- K EP 1

flen ) { yw(wu) = Wil {f=0,...,n)

Cauchy-feladatnak egy ¢ csak ogy megolddsa van f-n.
Bizonyitds, Most az (Ln-KEP) nek megleleld (DER-KEP)

W'lz) = Alzly(a) + Bz},  plao) =0
alakad, shol

t 10 0 U
Ag=] o T 2 Bw=|
a,(z} e ayfa) bla)

€y ekkor alknhmazhato tételiink,
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6. Egzisztenciatétel DER-KEP-re

Tétel (Cauchy-Peano egeisetencia tdtel). Legyen D ¢ Et+!
tartomdny [ D — B folytoncs figgvény, (w0, 5a) € D. Akker ax

¥ = flay) wim) = w

Cauchy-feladutnak létezik megolddss.
(De nem feltétleniil egyértchmd, lasd példaul az o = /fy differencidl-
egyenletre vopathoed Cauchy-feladator.)

Bizonyitds, Nem kell.




