L IDMIEKALRDED A UKAFUAD AL

Vegyiink szemiigyre valamely sportagban cgy csapatbajnoksagot. Bizonyos szamu
mérkézés lejatszasa utan a mar lejatszott és a még le nem jatszott mérkozésekrol
szeretnénk attekinthetd képet kapni. A szemléltetésre dbra kinalkozik. Minden
csapatnak megfeleltetiink egy pontot. Egy mérk6zés két csapat kozott zajlott. Kossiik
ssze a két csapatnak megfeleld pontokat egy vonaldarabbal. Jeloljiink be ily médon
minden lejatszott mérkézést. A csapatok jelét a pontokhoz irhatjuk. Ha czt clmulasz-
tandk, abrank félreérthetd lenne, mert a mérkdzéseknek megfeleld vonaldarabok
metszhetik egymast, és a metszéspontok is csa-
patoknak  megleleltetett  pontoknak — tiinnek. b B,

Ezért a csapatokat jelenté pontok helyett kis ka-
rikdkat rajzolunk. Az 1. dbra azt a helyzetet
szemlélteti, hogy az a, b, ¢, d ¢és e csapatrol van
sz0, tovabba a kdvetkezd 6 mérkozést jatszottak

le:

a—d, a—e, b—ec,

b—d, c—d, c—e. d "
Az 1. abrat a vizsgalt jelenség grdfjanak nevez- L. dbra

ziik. (A graf szo a grafikus szemléltethetdségbdl
ered.) A karikdkat a grdf pontjainak, a vonaldarabokat pedig a grdf éleinck
nevezzikk. Pont helyett szokias mondani csomdpontot, csicspontot vagy szog-
pontot is. Az a—d mérkézésnck megfelelé ¢l jeldlésére az {a, d} jelet is hasznal-
juk. Természetesen {a, d} ugyanazt az €lt jelenti, mint {d, a}. Hasonléan {a, ¢}
ugyanazt az élt jelenti, mint {e, a} s i. t. Ugy is mondjuk, hogy a és d az {a, d} €l
végpontjai, {a, d} illeszkedik a-hoz és d-hez, a-nak d szomszédja, ill. a és d szomszédo-
sak. Jeldljiik az 1. abrat G,-gyel. Azt is mondhatjuk, hogy a G, graf tartalmazza
az a, b, ¢, d és e pontokat é az {a, d}, {a, ¢}, {b, ¢}, {b,d}, {c,d} & {c, ¢} éleket.
Eléfordulhat olyan csct is, hogy valamelyik csapat még egyetlen mérkézését sem
jatszotta le. Tobbfordulés bajnoksagban két csapat tobbszor is mérkézhetett mar
egyméssal. G, mindkét esetnek megfeleld helyzetet szemléltet (2. abra). Azokat
a pontokat, amelyekhez nem illeszkedik él, izoldlt pontoknak nevezziik. Ha egy
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rafban két pontot 18bb él is dsszekot, akkor azt is mondjuk, hogy a graf tartalmaz
ibbszérds éleket. Tehat b és ¢ G,-nek izoldlt pontja. A ¢ pontot az [ ponttal 6sszekotd
leket jeldlésben megkiilénboztetjiik, pl. indexeléssel: {c. f},, {c, /)., {¢, f}s. Hason-
loan az a és d csapat kézott lezajlott mérk dzések-
nck megfeleld ¢lek: {q, d}, és {a, d},.

Bizonyos emberck kézott fennallé ismeret-
ségek szemlélietésére is az eddigickhez hasonld
32 Jellegli abra kinalkozik, ha az ismeretséget kol-
csondsnek  tételezziitk  fel. Minden embernek
megfeleltetiink egy pontot, és egy él meghizasa-

bo
a c

d eo f val azt fejezzuk ki, hogy a végpontjainak meg-

5. dha felelé emberek ismerik egymast. Azt is szemlél-
tethetjiik, hogy az « ember ismeri Onmagat:
lyan ¢lt rajzolunk, amelynek mindkét vége « (3. dbra). Szokas az ilyen &t fur-
keélnek 1s nevezni.
Ezek utan grdfnak olyan abrat neveziink, amely pontokbdl és vonaldarabokbdl
lekbdl) all; minden vonaldarab két — nem sziikségképpen kiildnbozé — pontot
St Ossze. A graf p pontjahoz illeszkedd élvégek szamat p fokszdmdnak
1gy roviden p fokdnak nevezziik, és ¢ (p)-vel jeloljik. Ha a p pont foka
akkor azt is mondjuk, hogy p k-adfoki.
A 3. dbraban egyetlen pont van, egyetlen él és ¢ (a)=2. A 4.4abran
thaté Gy grafnak 8 pontja van, 10 éle, ebbdl 2 hurokél: tovibba

g
(@) =0, pla)=0(a;)=1, @ag =2, p(a;)=3, @le)=0@)=4 & 3 iba
(a,) = 5.
a. 0.
G; ./ J / / o Os
7 ;
[L....._._.. i S l/l a;
a. s =
\\ G-
V.
4. abra
yvakorlatok

1. Hatérozzuk meg az 1. és 2. abra pontjainak szamat, éleinek szamat és fok-
amait.

2. Rajzoljunk olyan 5-pontl griafokat, amelyekben 2 harmad- és 3 negyedfoka
mt van. Hany éliik van a rajzolt grafoknak?

3. Rajzoljunk olyan 6-ponti grafokat, amelyckben a fokszamok: 1, 2, 2, 3, 5 és 5.
any élik van a rajzolt griafoknak?

Feladatok

4. Hany olyan 5-ponti graf van, amelyben a fokszamok: 1,2, 2,3 és 37

5. Egy tarsasig bizonyos tagjai kézfogassal koszontottek egymast. Bizonyitsuk be.
hogy paros azoknak a szama, akik paratlan sok erberrel fogtak Kezet.

6. Egy sakkversenyen barmely két jatékos legfeliebb egyszer jatszott egymassal.
Bizonyitsuk be, hogy a verseny barmely pillanatiban volt ket versenyzo, akik addig
ugyanannyi mérkdzést jiatszottak le.

7. Ha az el6bbi versenyen n jatékos vett részt, és mindenki jatszott mindenkivel,
hany mérkézés volt Osszesen?

A 2. gyakorlathoz nagyon sok modon lehet grafot rajzolni. Az 5. és 6. abran
lathaté két-két graf is megfelel a kovetelményeknek. Az 5. dbran lathato két graf
pontjai: a,, da, ..., 45 6s élei ey, e, ..., ¢y Hidba litszik ¢ két graf oly kiilonbozonek,
sikeriilt a pontokat és éleket Ggy jeldintink, hogy mindkét grifban e, - e ag)s

a;
)

5. dbra

6. dbra

e, = {ay, as), ..., e¢g= {as, a;}. E két graf tehat [ényegben megegyezik: ¢leinek a pont-
jaihoz valé illeszkedésével mindkét graf ugyanazokrdl a kapcsolatokrol tajékoztat
minket.

Ha a G, graf minden pontjanak és élénck megfeleltetheto a G, grafnak pontosan
egy pontja, ill. éle gy, hogy a G, gral minden pontja és €le megfelel G, egy pontjanak,
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ill. élének, tovabba ha az egymasnak megfelel6 élek egymasnak megfelelé pontok-
hoz illeszkednek, akkor a G, és G, grafokat izomorfaknak nevezziik. Rovidebben
. igy is szokas mondani: Két graf izomorf, ha egyikiik pontjai és élei kolcsondsen
f:cgyértclmii, ¢ illeszkedéstartd médon niegfeleltetheték a mésikuk pontjainak, ill.
¢leinek. Graf abrazolasat ugy is elképzelhetjiik, hogy a graf pontjai kis merev karikéak,
¢lel pedig ezekhez rogzitett, tetszés szerint nytjthatd gumizsinérok. Most abrankat
mozgathatjuk, nyGjthatjuk, zsugorithatjuk, barmely két helyzetben izomorf grafokat
nyeriink. TSbbnyire nem okoz félreériést, ha izomorf grafok kozott nem tesziink
Killonbséget, pl. ha az 5. dbran lathatd két grifra azt mondjuk, hogy ugyanaz. A 6.
abran lathatd két graf is izomorf; a kiviant megleleltetést azonos betlik jelzik. De
az 5. € a 6. dbra egy-cgy grifja nem izomort, hiszen az 5. abraban nines hurokél,
viszont a 6. abra mindkét grafjaban van, marpedig izomorf megfeleltetésben hurok-
¢Inek sziikségképpen hurokél felel meg.

Figyeljiik meg, hogy az 5. és a 6. dbrin megrajzolt négy gral mindegyikénck 9 éle
van. Ha a kévetelménycknek megfeleléen rajzolunk még grafokat, azt tapasztaljuk,
hogy azoknak is 9 9 ¢lik lesz. SOt ha o 3. pyakorlal hovetelmenyét Kielépitd pra-
fokat rajzolunk, azok mindegyikében is 9 élt szimolhatunk &ssze. Vajon véletlen-¢
ez, vagy valamely tOrvényszerliség kovetkezménye? Mi az, ami a két gyakorlathoz
rajzolt grafokban k6zos? Adjuk ssze a pontokhoz tartozd fokszamokat.

A 2. gvakorlatban: 343 44+444 = |8,
és a 3-ban: 14242434545 = 18.

Mindkét esetben a tapasztalt élszam kétszeresét kaptuk. Altalaban is: barmely
graf pontjainak fokdsszege megegyezik az ¢lvégek szamanak Osszegével. Ehhez
az Osszeghez minden ¢l 2-vel jarul hozzi, ti. a két vépeben cgpyel-cggyel, tehat az
Osszeg annyiszor 2, ahdny ¢le van a grafnak. Ezzel a kovetkezd altalinos ¢rvényl
dsszefiigaésre jutottunk :

8. Minden grafban a fokszdmok Gsszege az élek szamdanak kétszeresével egyenld.

Ennek alapjian az is kimondhatg, hogy minden grafban paros szam a foksziamok
dsszege. Igy azonnal valaszolhatunk a 4. feladatra: Nincs olyan S-ponti graf, amely-
ben a fokszimok 1,2,2,3 és 3 volndnak, ugyanis e szamok &sszege nem paros
szam.

Az 5. feladathoz alkalmas gral mar a képzeletiink ben kirajzolodhat. A gral pontjai
a tarsasig tagjainak felelnck meg. Egy él azt jelenti, hogy a végpontjainak megfeleld
emberek kezet fogtak egymassal. Igy egy ember annyi emberrel fogott kezet, ahiny
¢l illeszkedik a grafban a neki megfelels ponthoz. Evek utin azt kell bizonyitanunk,
hogy grafunk paratlan fokszamainak szima piros. Fentebb megallapitottuk, hogy
minden grifban paros a fokszamok &sszege. Fogjuk fel e szamot két tag 6sszegeként :
az cgyik tag a paros fokszamok Gsszege, a masik a paratlan fokszamok osszege.
Az el8bbi nyilvan paros, é igy — minthogy a két tag Osszege paros — az utébbinak
is pdrosnak kell lennic, marpedig paratlan szamok Osszege csak Ugy adhat piros
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szamot, ha paros sokat adunk ossze. Ezzel az 5. feladatot megoldottuk, és gy tiinik,
hogy a kovetkezo éltaldnos érvényil Osszefiiggést nyertiik:

{ 9. :Minden grdfban pdros a pdratlan foki pontok szdma.

"De valéban bizonyitja-e az 5. feladat megoldasa ezt a minden grafra vonatkozd
allitast? Ha minden graf az 5. feladat szovegéhez tartozonak is tekinthetd, akkor
igen. A feladathoz fentebb rendelt graf nem tartalmaz tébbszoros éleket, hiszen
két pontot legfeljebb egy éllel kotottiink &ssze. De elképzelhetd, hogy két ember
tobbszor is kezet fogott egymassal: talalkozaskor, bucstuzaskor, gratulicid alkalma-
val, ok nélkiil, csak Ggy stb. Ha azt akarjuk, hogy grafunk minden kézfogisrol
szamot adjon, akkor egy él a végpontjainak megfelelé emberek egymas kozti kéz-
fogasainak csak egyikét jelentse. A tobbszords élek igy tekinthetdk szovegiink szem-
léltetésének. Hurokélekre még mindig nem gondoltunk. Elképzelhetd, hogy valaki
onmagaval is kezet fogott: a jobb kezét nydjtotta a balnak s a balt a jobbnak. Egy
ilyen kézfogist jelentsen egy hurokél. Persze igy a bizonyitando allitast is mddosi-
tanunk kell. Azt kell belatnunk, hogy piros az olyan emberck szima, akik paratlan
sokszor nyGjtottak kezet. Az, hogy cgy ponthoz illeszkedd huroké! felvétele a pont
fokszamat 2-vel noveli, azt jelenti, hogy egy ember dnmagaval vald kézfogisaval
kétszer nyUjtott kezet. Valdban, egyszer a jobb kezével, egyszer pedig a ballal. Az igy
modositott feladat megolddsa mar bizonyitja, hogy minden grafban piros sok
paratlan fokd pont van. Az elmondottak az dltalanositisokhoz sziikséges dvatos-
sagra intenck.

A fenti allitas alkalmazdasaként a kovetkezd érdekes megallapitisra is juthatunk:
Barmely szénhidrogén-molekulaban péaros sok hidrogénatom van. Valdban, a szén-
hidrogén-molekulak 4 vegyérickii szénatomokbdl és 1 vegyértéki hidrogénatomokbal
alnak. Peleltesstink meg egy ilyen molekulaban szereplé atomoknak grafpontokat,
és kossiink ossze két pontot éllel, ha a nekik megfeleld atomok kapcsolédnak.
Az igy kapott grifban a szénatomoknak megfeleltetett pontok negyedfokiak, a
hidrogénatomoknak megfeleltetettek pedig elséfoktak. Tehit a hidrogénatomok
szama paros.

A 6. feladat annak bizonyitasat koveteli, hogy hurokélt és 18bbszirss éleket
nem tartalmazo grafnak van két azonos fokt pontja, ha egyaltalin van két pontja
a grafnak. A tovabbiakban a rovidség kedvéért egyszeriinek neveziink egy grafot,
ha sem hurokélt, sem (Gbbszoros ¢leket nem tartalmaz, Tehat a kovetkezot kell
bizonyitanunk:

10. A legaldbb két pontot tartalmazé egyszerii grafnak van két azonos fokti poutja.

Megjegyezzitk, hogy vannak olyan nem egyszerii grafok, amelyckben nines két
azonos fokl pont. A 7. abran lathatd grafok ilyenek, még akkor is, ha az egész
7. abrat egyetlen grafnak tekintjiik. _

A 10. allitds bizonyitasihoz tegyiik <3@
fel, hogy a G graf egyszerii. Jeldljik G =~ o———L D

pontjainak szamat n-nel (n=2). G bar- 7. dbru



mely pontja csak a tébbi n—1 ponttal lehet szomszédos, tehat minden fokszam

= n—1. Ennélfogva G-ben csak a kovetkezd fokszamok Iehetségesek:
O I evssspmne=1

Azonban a felsorolt n kiilénbdz6 szim mindegyike nem fordulhat eld G-ben fok-
szamként, hiszen ha van G-ben nulladfokt (izoldlt) pont, akkor nem lehet 5 — 1-ed-
fokd pont, mert ez az &sszes tdbbivel szomszédos lenne, marpedig izolalt pontnak
nincs szomszédja. Tehat G-ben csak a kovetkezd fokszamok fordulhatnak eld:

vagy

1,2,3, ...,n—1.

Mindkét esetben legfeljebb n—1 kiilonbdzd fokszim lehetséges. Az elsd esetet
vizsgalva képzeletben készitsiink n—1 darab dobozt, és szamozzuk meg azokat
sorban a 0, 1,2, ..., n—2 szamokkal. Most helyczziik a G graf pontjait a dobo-
zokba ugy, hogy minden pont fokszima megegyezzék az 6t tartalmazdé doboz sza-
maval. Minthogy G-nek n szami pontja van, de a dobozok sziama csak # — I, lesz
olyan doboz, amelybe legalibb két pont keriilt. E pontok fokszamai tehat azonosak.
Ugyanezzel az okoskodassal a masodik esetben is kimutathatd, hogy van G-nek
két azonos fokt pontja.

A 6. feladat megoldasat a gyakran haszndlt un. skatulyaclvre alapitottuk: érdemes
ezt elvontan is megfogalmazni.

A skatulyaclv. Ha n-nél t6bb tdrgyat n osztdlyba sorolunk be, akkor legalibb az
cayik osztilyba cgynél 6bb tirgy jul.

VALY

&, dbra

A 7. feladatot a kovetkezéképpen is fogalmazhatjuk: Hany éle van annak az
n-pontl egyszerli grafnak, amelynek barmely két kiilonbdzé pontjat él koti Hssze?
A szoban forgo grafot reljes n-grdfnak nevezzik. A teljes 3-grafot szokas hdromszig-
nek is mondani (bar nem feltétleniil egyenes szakaszok alkotjak). A 8. abran azok
a teljes n-grafok lathatok, amelyekre n=1,2,3,4,5 és 6. A teljes n-gral minden
pontjanak foka n—1, igy a fokszamok Osszege n(n—1). A 8. megallapitas szerint
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barmely graf éleinck szamat a fokszamok &sszegének a fele adja. Tehat igaz a 7.
feladatra valaszt adé megdllapitis:

. —1
11. A teljes n-grdf éleinek szdma f{QLz_._._)_.

Gyakorlatok

12. Rajzoljuk meg az Ssszes S-ponta 3, ill. 7 élt tartalmazo egyszeri grafot.
13. Hany olyan 5-pontt egyszerii graf van, amelyben minden pont foka legalabb 37

A 12. gyakorlatot kiillonésebb megfontolasok nélkiil pusztan, probalkozasokkal,
csak nagyon sokara tudndk végrehajtani. Lehet, hogy végiil is fennmaradna a kérdés:
Vajon teljes-c felsorolasunk ? Utmutatasként Keressiik cl6szor esak a 3 €It tartalmazo

grafokat. A fokszamok dsszege ezek mindegyikében 6. Lassuk be, hogy 3-nil nagyobb j
fokszamt pont nem fordulhat eld, és egyetlen olyan graf van, amelyben van 3-adfoku
pont. Ebben a fokszamok: 3,1, 1,1 és 0. A 2-nél nagyobb fokszamU pontot nem
(artalmazé megfeleld grafokban mér csak a kévetkezd fokszamok johetnek szami- |

tasba: 2,2,2,0,0 vagy 2,2, 1, 1,0 vagy 2,1, 1,1, 1. Koénnyii belatni, hogy mind-
cgyik esetben pontosan egy graf adédik. Ennélfogva 4 olyan (Iényegben kiilonbozd)
S-pontl egyszer{i graf van, amelyben az élek szama 3; czeket lathatjuk a 9. dbra
fclsé soraban. Az abra alsé soraba a 7 élt tartalmazé S-pontu egyszerd grafokat
helyeztiik el.

9. dabra

Hogyan lehet e grafokat kénnyedén fellelni? Figyeljiik meg az egy oszlopban
clhelyezett két-két grafot. Ha egymasra helyezziik Oket, egyiittvéve mindegyik par
¢lek fedése nélkiil teljes 5-grafot ad. Ha egy n-pontu egyszerli G grafot Kiegészitiink
tcljes n-graffa, & ebbdl toroljiik G éleit, szintén grdfot, mégpedig egyszerd grafot
kapunk. Ezt G kiegészitG grdfjanak vagy komplementerének nevezziik, Természetesen

15



G komplementerénck a komplementere izomorf G-vel. Ezért azt is mondjuk, hogy
G és komplementere komplementerek. Tehat egy n-ponti egyszerii grafnak és komple-
menterének élszama egyiittvéve a teljes n-graf élszamat adja. A teljes 5-graf éleinek

5.4
szama =10, tehit egy 3-ponta és 3-élii grifnak a komplementere €ppen egy
S-pontit és 7-¢hi grifot ad. Viligos, hogy K&t n-pontd grif izomorf vagy nem izomorf
aszerint, hogy Komplementeriik az, vagy nem az Ennélfogva a I2: 'gvnkos'ial elso
rész€hez megrajzolt grafok komplementerei éppen a masodik rész kivé;nta grafokat
szolgaltatjak.,

A 13. gyakorlatnak megfeleld grafok attekinthetetleniil sok €lt tartalmaznak.
De kmn'tg.)lcnmnlcrcik ¢ppen ezért keveset. Ezért itt — gés még sok mas esctben —
hasznos attérni a komplementerek vizsgalatara. Gyakorlatunkban azt hasznalhatjuk
fel, hogy a keresett grafok szima megegyezik Komplementereik szamaval, Minthogy
a teljes 5-grafban minden pont foka 4, keresett grafjainak komplementerciben mindzn
pont foka legfeljebb 1. Azt mar kénnyi megallapitani, hogy ilyen graf mindossze
3 van: a csupa izolalt pontbsl allé. az egyetlen élt tartalmazo és a kozos végpont
nélkili két élt tartalmazsé 5-pontd egyszerli graf, )

Maradjunk a 9. dbra valamelyik grafjanal, pl. az alsé sorban levé elsénél.
¢s a benne levd birmelvik hiromszog is része a teljes S-grafnak. Altalab
I(ncm sziikségképpen cgyszeri) G graf bizonyos €leit és pontjait - - a pontokat a hozzi
illeszkedd élekkel egyiitt — toroljik, ismét grafot kapunk. Az igy kapott grafot
G részgrdfjanak nevezziik. Ha G’ a G grafnak részgrafja, azt is n;nndjuk, hogy G
tartalmazza a G* grdfot. Szokas a G grafotis G részgrafjai koze sorolni: téle kiilon-
b(j_zG részgrafjait valddi rés=grafjuinak mondjuk. A 9. dbra felsd soraban levd grafok
fmndcgyikc izomorf az alatta levd graf cgy részgrafjaval (az utolse nszloph;n cgy
ilyet vastagitassal jeloltiink meg), és a 9. abran lathato barmelyik graf részgrzit:ja
az egyetlen grafnak tekintett 9. abranak.

E graf

Feladatok

14. Bizonyitsuk be, hogy hattagd tarsasagnak mindig van vagy hidrom olyan
tagja, akik ismerik egymast, vagy hirom olyan tagja, akik nem ismerik cgymast.
Az 1smeretséget kolesondsnck tételezziik fel. ‘

15. Egy tdrsasutazis bérmely négy résztvevéje kozétt van olyan, aki a masik
hiarom mindegyikével mar maskor is talalkozott. Bizonyitsuk be, hogy ekkor bir-
mely négy résztvevé kozott van olvan, aki mar minden utitarsaval talalkozott.
(A feladat csak olvan tarsasutazasra vonatkozik, amelynek van legalabb négy részt-
vevoje.)
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an, ha egy .

Ha a 14. feladathoz rajzolt graf éleivel ismeretségeket fejeziink ki, akkor e graf
komplementerének barmely éle éppen azt fejezi ki, hogy a végpontjainak megfeleld
emberek nem ismerik egymast. Ennélfogva a feladat a kovetkezd éllitas bizonyitasat
kivanja: :

16. Minden 6-pontii egyszeril grdfnak vagy a komplementerének van hdromszig
részerdfja.

A bizonyitashoz tekintsiik egy (etszéleges 6-pontd cgyszerii gralnak cgy tetszéleges
a pontjat. Az a pontnak a tébbi 5 pont mindegyike szomszédja a grafban vagy a
komplementerében. Osszuk az 5 pontot két csoportba tgy, hogy az egyikbe azokat
tessziik, amelyek a-nak a grafban, a masikba pedig azokat, ame-
lyek a-nak a graf komplementerében szomszédai. Ekkor az egyik
csoportba legalabb 3 pont jut. Jeldljon b, ¢ és d 3 ilyen pontot.
Ez annyit jelent, hogy a 10. dbra vagy a grafnak vagy a komp-
lementerének részgrafja; amelyiknek részgrafja, azt G-vel jelél-
jik. Ha G a {b, ¢}, {c, d} és {b, d} élek valamclyikét tartalmazza,
akkor van G-ben haromszdg, hiszen ezen él két végpontja a-nak d
szomszédja G-ben. Ha G a felsorolt harom €l egyikét sem tartal- 10. dbra
mazza, akkor ezeket sziikségképpen G komplementere tartalmazza,
de e harom €l éppen egy hiromszoget ad. Ezzel megoldottuk a 14. feladatot.

b

A 14, [eladatot természetesen grafok ismerete ¢s felhaszndlasa nélkil is megold-
hatjuk. De megfigyelhetjiik, hogy okoskodasunk attekinthetébb lesz, ha atszove-
eezzilk a feladathoz tartozd grifra. E megjegyzésiinket alitamasztjuk a kovetkezd
lcladat megoldasaval is: A 15. feladatra elébb egy grafokat fel nem hasznalé meg-
oldast kozliink, majd dtszovegezve a feladatot grafokra, lényegileg ugyanazt a meg-
olddst elmondjuk a grafok nyelvén is.

Legyen tehat 4 és B a 15. feladat tarsasutazasiban szerepld két olyan résztvevo,
akik korabban még nem taldlkoztak. Feltehetjiik, hogy van két ilyen, hiszen kiilon-
ben barmely résztvevé megfelelne a feladat kivanalmanak. Azt is feltehetjiik, hogy
van az AB partdl kiilonbozé utaspér (ilyen par egyik tagja lehet esetleg 4 vagy B is),
akik szintén eldszor talalkoznak, mert kiilonben minden A-16l és B-t6l kiillonbozo
résztvevd megfelelne, és barmely négy résztvevo kozott van ilyen (sot legalabb kettd).
Az AB-161 killonbozo, ugyancsak eloszor talilkozo utasparban szerepelnie kell
A-nak vagy B-nek, mert ha ez a CD utaspar A-tdl és B-t6l kiilonbozd utitarsakbol
Mina, akkor A, B, C, D kéziil egyik sem talalkozott volna korabban a masik harom
mindegyikével, és ez ellentmond a feladat feltevésének. Legyen tehat AC ez az 4 B-t6l
kiilonbozo6, ugyancsak elészor talalkozé utaspar, hiszen minden lehetséges eset ezzé
arz eselté betlizhetd at. Megmutatjuk, hogy barmely A-t6l, B-tdl és C-t8] kiilonbozo
D résztvevd taldlkozott mar minden utitarsaval. Ha ugyanis D az 4, B vagy C vala-
melyikével nem talalkozott volna korabban, akkor e négy résztvevdre, ha pedig
1) az A-t6l, B-t8l és C-t6l kiilénbozd E-vel nem talalkozott volna korabban, akkor

2 Ismerkedés a grafelméletiel — 52 446 & 17



ar A, B, D, I részivevokre nem teljesiilne { :
" E 4 jestilne a feladat feltevése. Ezzel meg ¢
A el megoldottuk
'Most ”grato,t rendeliink a 15. feladathoz. Grafunk pontjai jeléljék a tarsasutazas
IC'SAI.’V?\-"‘OH, kcl’ponloi pedig akkor késsink ossze éllel, ha a két pontnak megfelelo
lfet Ptllurs kordbban még nem talalkozott. A 15. feladat a most bevezetett orafra
atszovegezve a kovetkezd alakot 8lti: S
,Eg)' cgyszc.r(i grafnak nincs négy olyan pontja, amelyeknek mindegyike szom-
sz}cdos a I.nasd( hirom pont valamelyikével. Bizonyitsuk be, hogy a graf barmely
negy pontja kozott van izoldlt pont. (A feladat esak olyan grafra vonatkozik amely-
nek van legalibb négy pontja.) ' J

o0—0 [-]] e,
G, G_\ o b]

11. dabra 12. abra

Ennck megfeleléen bizonyitasunk igy médosul: A feladat feltétele szerint a széban
forgé grifnak nem lchet részgrafja sem Gy, sem G, (11. &bra). Feltehetjitk, hogy
gr:’ll’unknuk van két ¢le, ¢, és e,, mert kiilénben barmely nc':szy pont kiiz'c')ttr volf.il
JZOIE'i.?t pont is. Minthogy G, nem részgrafja grafunknak, az :31, e, élek egyik vég-
ponUa kozods (12. abra). Marmost barmely e, és e, végpont_jail‘élHkﬂlﬁnbﬁziﬁ pont
izoldlt pont, mert kiilénben talalniank gr{lfunkbm; G,-gyel vagy G,-vel izomorf
részgrafot. - o

Grafok rajzolisi utasitisa nem szabja meg, hogy az éleknek megfelelé vonal-
Elarabokat hogyan vezessiik, csupin a végpontjaikat hatirozza meg. Rajzolasunk
onkén'yc':tc")l fiiggden két €élt jelenté vonaldarab esetleg nem metszi egymast, esetleg
m?lszx cgymadst, lehet, hogy t5bb pontban is. Tehat a 13. abran ]fltha‘:té min,dhérom
rajz mint graf ugyanazt jelenti.

g b
a b

13. abra

Minden izoldlt pont nélkiili grafot tekinthetiink wthaldzat vazlatos rajzanak:
A graf pontjai varosokat jeldlnek, egy ¢l pedig a végpontjainak megfeleld varosokat
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Gsszekoto kozvetlen utat jelent. Most [élreértésre adhat okot, ha a 13. abra mind-
harom grafjat — amelyek ugyan paronként izomorfak — ugyanannak tekintjiik,
hiszen az clsé szerint Ggy latszik, hogy az a és a b varost semmiféle 0t sem koti dssze,
mig a masik kett§ alapjian kozvetlen OsszekOttetés is latszik, Ebben a megleleltetésben
a 13. 4abra elsé két grafjat nem tekinthet-
jiik azonosnak. Ezen azonban konnyen se-

£ - r O
githetiink. Képzeljiikk el, hogy az éleknek
megfeleld utakat rendre ugy épitik, hogy mar O——0—0
meglevé utakat nem szabad keresztezni, pl.
. . ¥ . . r . Cr O —O O
valamennyi Gt autdpalya, és egyikr6l a ma-
sikra attérés csak virosban lehetséges. Alul- o & & 5

s feliljarokkal ez megoldhato.

Tegyiik fel, hogy egy G grafban az ¢ o—O—O——0—0—=0
ponttal jelolt varosbol az éleknek megfeleld
athalézaton haladva egy masik, mondjuk
b ponttal jeldlt virosba utaztunk. Kozben
esetleg tobb varoson is athaladtunk, de mindegyiken legfeljebb egyszer. Jeloljiik
meg G-ben az Gtvonalunkat, a kézben érintett varosokat jelentd pontokat, tovibba
.7 a és a b pontot. Ekkor G megjeldlt L része is graf. Az L grafot dmak, ill. az a és b
pontot Gsszekdtd utnak nevezzik. Azt is mondjuk, hogy G-ben a-bdl b (€s egyszer-
wmind b-bél @) az L uttal elérheté. Az L graf a és b pontjat az ut végpontjinak, L
10bbi pontjat pedig az ut belsd pontjanak nevezziik. Vilagos, hogy L-ben a végpontok
clsofoktak, a belsd pontok pedig masodfoktak.

Tegylik fel most, hogy a G-nek megfeleld uthalézatunkon ,korutazast” tettiink:
Minden varoson legfeljebb egyszer haladtunk at, és végiil visszaértiink a kiindulasi
helyiinkre. Koratunkat is megjeldlhetjiik G-ben az elébbi médon. Ekkor G meg-
welilt K része is graf lesz. A K grafot kérnek nevezziik. Vilagos, hogy K-ban min-
den pont masodfoka.

(1. ill. kér hosszan éleinek szamat értjiik. Lathato, hogy az n-ponti Ut hossza
w1, az neponti kor hossza pedig n. Az n-pontl kor abrazolhatod gy, hogy cgy
peometriai korvonalnak tetszdlegesen vilasztott n szamu pontjat grafpontnak tekint-
jiik, ¢s gy is, hogy egy szabélyos n-sz0g cslicsait grafpontoknak tekintjiik. Ezért
Az u-ponta kort n-szégnek is nevezzik. A 14. abran 1, 2,3, 4 & 5 hosszusagh utak,
4 15, abran pedig ugyanilyen hosszlisagli korok Jathatok. Ha egy n-ponta kor egy

o 0N {7

15, dbra

14. dbra
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¢lét toroljiik, n-pontd utat nyeriink. A 16.
abrin egy S-ponti kér és egy S-pontd it
lathato.

16, dhra
Gyakorlat

17. A 16, abrin egyetlen grafnuk tekintve, keressiik meg mindazokat a pontokat,
amelyek ennek cgyik elséfoka pontjabdl Guial elérheték.

A gvakorlatot végrehajiva megallapithatjuk, hogy a kivalasztott elséfoka pontbal
a jobb oldalon levo 16bbi négy pont mindegyike clérhetd, de a bal oldali 6t egyike
sem. Ha egy griafban barmely két pont Gttal ¢lérhetd, akkor a grifot dsszefiicednek
nevezziik, Kiilonben pedig nem dsszefligeének. Az cayetlen pontot tartalmazo grafot
is Gsszefliggoneh mondjuk. Nyvilvinvaloan barmely 0t és barmely kér dsszefiiged
gral. Ty cgy grid Osszeliggo, akkor barmely vele izomorf is az, ha viszont cpy pral
nem Osszefiiggd. akkor egvetlen vele izomorf sem az. A 13. abran lathatd 3 graf
egvike sem dsszefliggd. Minden grifnak van Osszelliggd részgrafja, pl. az, amelyik
mindGssze egyetlen izolalt pontot tartalmaz, vagy — ha a grafnak van éle —

az,
amelyik csupin cgyetlen ¢lbél és annak végpontjaibol all.

tOA G ogral egy komponensének olyan részgrafjat nevezziik, amely Osszefiiggd, de
inem bévithets G ujabb pontjaval vagy élével az sszefiiggd jelleg megtartasaval.
Pontosabban G cgy komponense G-nek olyan részgrafja, amely Gsszelliggd, de nem
valddi részgrafja G cgyetlen sszeliiged részgrafjanak sem. Pl ha G a 9. abra, akkor
G-nek 13 komponense van; az alsé sorban 4, a felsdben 9. Minden Osszefliggd graf
egyetlen komponensbél all, ti. sajat magabdl. A legalibb 2 komponensbdl 4llo
gral nem Osszefiiggd, hiszen egyetlen grafban sem lehet olyan ¢él, amelynek vég-
pontjai kilonbozd komponensekbe tartoznak.

Feladatok

18, Bizonyitsuk be, hogy ha egy legalibb 2-pontu Osszefliggd grafmak kevesebb
¢le van, mint pontja. akkor van a grafnak elséfoki pontja.

19. Bizonyitsuk be, hogy ha 2n szamu telefonkdzpont mindegyikének van a tob-
bick kéziil legalibb n-ncl kézvetlen Ssszekottetése, akkor barmely két kodzpont
kozott Ietesithetd telefonkapesolat (esetleg 16bbiik kdzvetitése révén).

20. Bizonyitsuk be, hogy ha n szimu telefonkdzpont kéziil barmely kettd kdzott
Iétesithetd telefonkapesolat, akkor van ¢ kézpontok kézdtt n—1 szama kézvetlen
OsszekOttetés s,

20

A 18. feladathoz tegyiik fel, hogy az dsszefliggd G graf pontjainak sz:&ma‘ n=2.
G-nek, minthogy osszefiiggd, izolalt pontja nem lehet. Ha elséfoku pont{a sem
volna, akkor minden pontjanak foka legalabb 2 volna, és igy a fok,sg{lmok Gsszege
legalabb 2 volna. Ebbél viszont az adédnék, hogy G éicirﬁck szama Icgul;}hl? nT
ugyanis a 8. allitas szerint a fokszamok dsszegének fele minden erifban az élek
525:‘\“‘;;.32320. feladathoz a kévetkezdképpen rendelhetiink gr;’!fol‘: Aulc?‘cfnnkhz-
pontok grafpontok, és két pontot akkor katiink dssze éllel, ha a mcgl.clclo koz}pomok
kBz6tt van kozvetlen dsszekottetés. Ekkor a 19. feladat allitasa kdvetkezménye az
alibbinak: ) o ,

21. Ha egy legfeljebb 2n-pontit egyszerii grdf minden pontjnak foka legaldbb n,
alckeor a grdf osszefiiggd. - o

Az indirckt okoskodashoz tegyiik fel, hogy a szoban forgo graf l-m’:l tobb kom-
ponensbd! all. Fkkor van olyan komponens, amelyben nem lehet n-nél 16bb pnnl:
I'gy ilyen komponensnck barmely p pontjiat csak ugzyuncnjl kmnponcvnshc }:u‘lom
1){:;ll0kklll kotheti Ossze ¢l Minthogy  grafunk  egyszeri, c'/,'nzt,)clcnn, hogy
o(p) = n—1, ami ellentmond a feladat fokszamkikotésének. Tehat grafunk egyetlen
Lomponensbdl all, azaz Osszefiiggd. ‘ - *

Megjégyezziik, hogy ha egy 2n-ponti egyszerii graf |mndcnlpon'tjanak foka Ie%—
alibb 1 — 1, még nem feltétlenil Gsszefiiggd a graf. Pl. ha cgy graf két Ifom?nnclnsbol
all, és mindkét komponens teljes n-graf, akkor a graf nem Osszefliggd, bar minden
pontjanak foka n—1. N o

A 20. feladatot megoldjuk, ha bebizonyitjuk, hogy az M—pnﬂnll.llqsschuggu “cgy—
wserii grafnak legalabb n—1 éle van. A bizonyitasban 6sszcﬁiggo grz'ltoknak a kovet-
heso tulajdonsagat hasznaljuk fel: Barmilyen modon is osztjuk ket cs?poEtba cgy
owszeliiggd graf pontjait, mindig van a grafnak olyan éle, amelynek két végpontja
Lilinbdzé csoportokba tartozik (lasd
4 25, allitas bizonyitdsat). < ;

Szemeljiink ki az n-pontl Osszefliggo / P /
epvsserlt G grafban egy tetszbleges p;
pontot. Ha van G-nek p,-tél kiilon- !
hasé pontja, akkor a fent emlitett két | p,
cwopart egyike alljon csupan p,-bol. | e \
\an tehat G-nek egy p-hez illeszkedd \ / \ © !
e, ¢le., Jeldljiik e,-nek p,-t8l kiilonbdzd DAL N /
veppontjat py-vel. Ha van G-nek py-t6l
&y pa-101 kiilénbdzd pontja, akkor a fent 17. dhra
emlitett két csoport egyike alljon most e
po-hol és p,-bdl. Van tehdt G-nek olyan e, éle, amclynck‘cg_\uk végpontja ‘va—gy
e o masik pedig p,-tdl is és p,-tdl is kiilonbozd; jeléhiiklczt ps-mal. Nyilvan
.+ .. A bizonyitas kovetkezd lépését a 17. abra szemlélteti. A szaggatott vona-

P
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e e e

“grifot kapunk. Indukeids feltevésiink szerint ennek van -

lak a pontok Wjabb két csoportba osztasat jelzik. Eljarasunkat folytatva végiil is
taldlunk G-ben i — I szama élt. Ezzel bizonyitottuk allitdsunkat.
Megmutatjuk, hogy a 20. feladatot megoldé allit

ds nem egyszerli grafokra is
érvényes. Ha ugvanis

az n-pontu Osszefiiggé G graf nem egyszerll, akkor elGszér
Is toroljik valamennyi hurokélét, Az igy kapott n-pontt G, graf 6sszefliggs és G-nek
részgrifja. Ha G,-ben két pontot tobb él is Gsszekot, akkor toroljiik azokat egyikiik
kivételével. Az igy adédé n-ponta G grif Osszefiggd, egyszerii, és G-nek részgrafja,
A fent bizonvitott allitds szerint Gy-ben van n--1 szam él; G, élei pedig G-nek is
€lei. Ennélfogva bizonyitottuk a kévetkezd allitast:

22, A:- n-pontii sszefiiggd grafnak legaldbb n—1 éle van.

A 22, dllitdst n-re vonatkozd teljes indukcidval a kovetkezképpen is bizonyit-
hatjuk: n=1-re az allitas nyilvanvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy valamely nz1-re
minden n-pontd Gsszefliggd grafnak van n—1 éle. Belatjuk,
n4l-pontlh Gsszeliiggd grafnak van n éle. Legyen ¢
gral. Ha G-nek nines n+1 ¢éle, akkor a 18. fel
Egy ilyen pontot a hozza illeszked§ éllel

hogy akkor minden
cgy # - I-pontd Gsszelliggd
adat szerint van elséfokn pontja.
egylitt tordlve n-pontd és nyilvan Osszefliged
=1 €le, ami a 6rélt éllel
egyiitt adja, hogy G-nek van n éle.

Ezzel a 22, allitast két mddon is bizonyitottuk. Megjegyezziik, hogy az elsé bizo-
nyitds pontositasaval ugyancsak teljes indukeiora jutnank. Mondhatjuk azt s,
hogy az elsé bizonvitas Gn. indukeids eljdardsa a teljes indukcié egy nyersebb formaéja.
Feladatok

23. Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban minden pont foka legaldbb 2, akkor van
a grifban kor.

24. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf tartalmaz olyan utat is, amely az a és b
pontjit koti dssze., és olyan utat is, amely a b és ¢ pontjat koti 6ssze, akkor tartalmaz
a-t és c-t Gsszekotd utat is.

A 23. feladat megoldasahoz induljunk el a széban forgd graf egy tetszdleges pont-
Jabal, és haladjunk a graf élein. Minthogy minden pont foka legalabb 2, barmelyik
Uj pontba jutva, még be nem jart élen mehetiink tovabb, Csak akkor akadhatunk
el, ha mar érintett pontba jutunk. Ekkor egyszersmind a graf egy korét is bejartuk.

A 23. feladatot megoldjuk mas médon is. Ebben az alibb megfogalmazott, mas
esetekben is eredményesen hasznalhatd mdédszert alkalmazzuk:

Leghosszabb at médszere. Legyen az m hossziisigh L 4t a G grifnak cgy leghosz-
szabb utja, ¢s ennek cgyik végpontja a. Vizsgiljuk G-nek az « pontjahoz illeszkedd
¢leit. Vegyiik figyelembe, hogy barmely ilyen élének a-tdl kiilénbdzs végpontja
biztosan L-hez tartozik, ugyanis cllenkezd esetben vele 7. m-nél hosszabb atti volna
bdvithetd. Ha G cgyszerii, akkor ebbél az is adodik, hogy ¢ (a)=m.

22

Marmost ha G minden pontjanak foka legaldbb 2, akkof i?lesz‘]'ce(‘lii%c a-hoz egy
L-be nem tartozé e él is. Ha e hurokél, akkor ez G egy korét is kijeloli. Ha e tzerz
hurokél, akkor e-nek a-16l kiilonbozé b végpontja L-ben van. Igy“ I:-nck_ az a ¢€s
pontot Gsszekotd része — amely szintén it — e-vel eg)iii'tt G egy korét adjfl. .

Jelsljiik G-vel a 24. feladatban szerepld gréfot_.lAz vﬂagos',, hogy a (.?’grdf a ;i:n
jabol éleken haladva el tudunk jutni a ¢ pontjaba: egymas utan bejarva egy-egy,
a feltétel szerint 1étezd a és b pontot Ossze-
kotd Ly, majd a b és ¢ pontot dsszekotd
L, utat. De nem feltétleniil 0t az, amit igy
bejarunk. A 18. 4bra ilyen esetet szemlél-
tet: ezen L, éleit folytonos vonallal, L,
élci.l szaggatott vonallal rajzoltuk meg.
De talalunk az abran a és ¢ pontot Osszeko-
(6 utat, pl. az {a, d}, {d, [} és {f, ¢} ¢lekbdl
allot, Altalaban a kovetkezoképpen nyer-
hetiink ilyen utat L, és L, felhasznalasival:
Az a pontbdl clindulva haladjunk L, éle-
in, amig egy L,-beli pontba nem ériink;
abrankon ez d. (Ez Ichet esetleg maga g, dt;

1Z108: Ovetkezik; legkésobb b-ben. ' e y

ll‘llf:;:‘lll:ag;ﬁ:;&; éleinba ¢ pontig. Amit bejartunk, az €ppen egy kivant tulaj-
th)rdzzl.l ;Ieli.adatban szereplé G grafban a kﬁvctkczék'ép.pen is kwa'\las]zjt};.atunliotl:(gai
kivant tulajdonsigt utat: A b pontbdl clindulva, és Ly clelr.x,hal:}d.val, Lli cbl ;l}'ononmt
is érintiink: b mindig ilyen, dbrankon e, d ésfis.. Az Pt(i]]al‘il er‘l'ntetii{ 11; ehxqu =
p-vel jeldlve (abrankon p=f), egy kivant tulajdonsagu utat jarunk be, ha L,

ale -té] p-ig, majd Ly-n p-t&l c-ig. . ) e '

hd:d;:kf;adatfmigold:’iséban szerepld L, Ut ‘részgrz’if‘:]a az oss'chup%%ﬁ f%rafzﬁ{l;

A G graf {c, f} élénck pontosan egyik végpontja '[iirtOZlk «':IZ L, m:esz'gra og. éiyb;aku

mondhaté el a G graf L, részgrafjarol és {a, d}_ élf;OI- Altalaban érvényes a tov:

an to or alkalmazasra keriild kovetkezo allitas: . 3

1)"25?0;25%0; ;;:zefﬁggﬁ G grdf G’ részgrdfja nem rarrm"mazz? G tmmd;zirz ;Z)fg;i,

akkor van G-nek olyan G’-be nem tartozé éle, amelynek egyik végpontja :
mdsik nem. N . ‘

. /il?;itésunk bizonyitasahoz legyen p G-nek egy G'-beli és ¢ eg?r Il(?m (f -‘b;lllpgrliz;;

Minthogy G dsszefiiggd, ¢-bdl p egy L dttal elérhets. A r.;'pontl)‘(fl Chv]}du} f,it :L?ajijon_

I ¢lein, amig egy G’-beli pontba nem ériink. Az utoljara bejart él clo

18. dbra

sig. ) ’ . ] o
) }\ tovabbiakban tdbbszor keriil alkalmazasra a hasonldan bizonyithato kovetkezo

Allitas is:
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26. Ha az osszefiiggé G graf G’ reszgrdfja nem tartalmazza G minden élét, akkor

van G-nek olyan G’-be nem tartozé éle, amelynek legalabb az egyik végpontja G’-beli.
Erdemes kiemelni a legutébb alkalmazott bizonyitasi eljarasokbdl az elGszor, ill.
utoljira érintett pont sok mas esetben is Jol hasznosithatd szerepét.

Gyakorlatok

27. Rajzoljuk meg az 6sszes 4-ponti cgyszerii grafot.

28. Keressiink olyan 4-pontu egyszerii grafot, amely izomorf a komplementerével.

29. Mutassuk meg, hogy 3, 4, ill. 5 tagu tarsasagnak nem mindig van a 14. feladat
allitasanak eleget tevé harom tagja, de 6-nal 16bb tagiinak mindig van.

30. Jellemezziik az olyan grifok komponenseit, amelyckben minden pont foka
kisebb, mint 3.

31. Hany olyan 8-, ill. 9-ponti nem Osszefliggd egyszerdi graf van, amelyben
minden pont foka legalabb 3?

32. Rajzoljunk olvan 7-pontii nem Osszefliggo egyszeri grafot, amelynek 15 éle van.
Feladatok

33. Egy csapatbajnoksagra n csapat nevezett be. Eddig n+1 mérkézés zajlott le.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan csapat, amely legalibb 3 mérkdzést jatszott.

34 Jeldljiik A-val egy graf tetszdlegesen kivalasztott pontjainak halmazat és k-val
a graf azon éleinek szamat, amelyeknek egyik végpontja A-ba tartozik, a masik
pedig nem. Bizonyitsuk be a kivetkezot: & piaros, ill. paratl
tartoza piratlan foka pontok szama paros. ill. paratlan.

35. Kijeldlink a sikon 2i szamu pontot, majd ezeket lefedjiik korlapokkal. Mutas-
suk meg, hogy ha minden korlap legalibb n4-1 Kijeldlt pontot fed, akkor I¢tezik
a sikon a 2n szima pont kézil biarmely kett6t 0sszeko106, korlapokkal lefedett vonal.

36. Bizonyitsuk be, hogy ha cgy Osszefliggé graf minden pontja masodfokuy,
akkor az kor.

an aszerint, hogy az A-ba

37. Van-c olyan nem Osszefliggd egyszerii graf, amelynek nincs 6-nél t6bb pontja,
¢s minden pontja masodfok?

38. Hény olyan 6-pontu cgyszerii graf van, amelyben minden pont foka 2. 4lE
amelyben minden pont foka 37

39. Hiny olyan 5-ponta egyszerii graf van, amelynek 4 éle van, ill. amelynek 6
¢le van?

40. Hiny olyan S-pontd egyszerii graf van, amely izomorl a komplementerével?

41. Hiny 5-pontd cgyszerii graf van?

42. Bizonyitsuk be, hogy barmely cgyszert graf vagy a komplementere Gsszefliggd,
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43. Bizonyitsuk be, hogy ha cgy Osszefiiggé grafban van m I‘I.OSS?_I:ITQ%I:I ut, f{c
hosszabb 1t nincs, akkor a graf barmely két, :n hosszisagu atjanak van kozos p(?:ltja:
44. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf nem tartalmaz hurokélt, és minden pontjanak
- { akkor van a grifban piros hosszusigi kor.
foka legalabb 3, akkor van a grifban piros s ' ‘ .
45. Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka legalabb 3, akkor nmc.s
olyan 2-nél na'gyobb egész szam, amellyel a graf minden korének hossza oszthato.



