¢s a legkisebb G-beli fokszam ¢,, akkor

fd,

=
Py = 2

102. Igazoljuk, hogy ha a haromszbget nem tartalmazd n-ponth egyszerii G
graf nem paros graf, akkor G éleinek ¢é szamara

103. lgazoljuk, hogy egy graf barmely két tagjanak legfeljebb egy kdzds pontja
lehet. '

104. Bizonyitsuk be. hogy ha a hurokélt nem tartalmazo 2mi4- 1-ponta (m = 1
egész) graf éleinek szama legalabb 3m + 1, akkor tartalmaz a graf paros kort.

105. Bizonyitsuk be, hogy ha egy legalibb 4-pont Gsszefliggd egyszerli gral
minden pontjanak foka legalabb 2, és nincs a grafnak elvagé pontja, akkor van
a grafban legalabb 4 hosszisagu kor.

. o MR oo i
106. A 71. allitas szerint az ott szereplo 5 élszamkorlat csak olyan n-ck mellett

érheté cl, amelyek oszthatok k& + 1-gyel. Keressiik meg a k=1 és 2 esetben a minden
n mellett elérhetd élszamkorlatot, ¢és kutassunk fel minden extrém grafot.

107. Bizonyitsuk be, hogy ha az n-pontu (n=10) egyszerli G grafnak van négy,
legalabb n—2-edfokt pontja, akkor van G-ben két pontfiiggetlen négyszog.

108. Keressiik meg a 76. feladathoz tartozo extrém grafokat.

109. Bizonyitsuk be a kovetkez6t: Ha az n-ponta (n =4) és é-¢él0 egyszerii grafban
nincs atlot tartalmazoé kor, akkor

¢ =2n—4;

extrém grafok (amelyekre az egyenl6ség all) a (2, n —2) grafok ¢és n =4, ill. 5 mellett
még a 191. abran lithaté két Ssszefiiggd graf; mdas extrém graf nincs.

110. Bizonyitsuk be a kovetkez6t: Ha a 2m-pont (m =2 egész) ¢és é-€lU egyszeril
grafban nincs atlot tartalmazo négyszog, akkor

é = m;

extrém grafok (amelyekre az egyenldség all) az (m, m) grafok és m =2, ill. 3 mellett
még a 190. abran lathato két osszefiiggd graf; mas extrém graf nincs.

3 111. Rakjuk ki a 193. abran lathatd 5 négyzetet

1 gyufaszalakbdl: minden négyzetoldal egy-egy gyufa-

1 ‘ i l szal. Lehetséges-e a négyzetek szamat 2 gyufaszal at-

] 1 \ helyezésével 4-re csdkkenteniink gy, hogy gyufasza-

lakat egymasra vagy egymas mellé nem helyeziink,
—— ' de valamennyi gyufaszalat szerepeltetiink a 4 négy-
193. dbra zetben is egy-egy oldalként? Hany megoldas van?
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7. A GYAKORLATOK ES FELADATOK MEGOLDASAI

1. fejezet

27. Keressiik elészor a 0, 1, 111, 2 élt tartalmazd grafokat, Minthogy a teljes 4-graf-
nak 6 éle van, az elébb adddott grafok komplementerei rendre a 6, 5, ill. 4 €lt tar-
talmazé grafokat adjik. Ezutdn mar csak a 3 élt tartalmazé grafokat kell keresniink.

Satal ) A
X M XN

194. dabra

o ) o—a0 O—-0

Koziiliik kort csak egyetlen graf tartalmazhat, mégpedig az, amelyben hiromszog
van. Ennek komplementerét is megrajzolva, mar csak egyetlen megfelelé grafot
talalunk: egy 3 hosszlsagu utat. A gyakorlat eredményeként 11 graf adddik; ezeket
a 194. 4abran lathatjuk. Koziilik barmely ketté nem izomorf, és barmely 4-ponti
egyszerdi graf izomorf valamelyikiikkel. Az egy oszlopban levé grafparok komple-
menterek.

28. Ha a 27. gyakorlatot a fenti itmutatas alapjan hajtottuk végre, azonnal lat-
hatjuk, hogy a 194. 4bran par nélkiil maradt graf az egyetlen 4-pontt egyszer(i graf,
amely izomorf a komplementerével.

29. A gyakorlat elsd részére a 195. abra grafjaival adhatunk valaszt. A masodik
részhez tegyiik fel, hogy az egyszerli G
grafnak 6-nal tGbb pontja van. Va-
lasszuk ki tetszélegesen G-nek 6 pont-

jat, és toroljiik a tobbit a hozzajuk il-- /\

leszkedd élekkel egyiitt. Az igy meg-

maradt G’ grafban a 14. feladat szerint

vagy van haromszog, és akkor az G- 195. dbra
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nek is részgrafja volt, vagy van G’-ben 3 olyan pont, amelyek egymassal nem szom-
szédosak, és akkor e 3 pont egymas kdzt G-ben sem volt szomszédos, hiszen G-
nek olyan €lét nem toroltiik, amelynek mindkét végpontja G’-ben van.

30. Széban forgé komponens lehet izolalt pont, Ut vagy kor; mas nem.

31. Gondoljuk meg. hogy a szimitasba jové grafok minden komponensének
legalabb 4 pontja van. A gya-
korlat elsé részéhez csak az a graf
jon szamitasba, amely 2 kompo-
nensbdl all, és mindkét kompo-
nens teljes 4-graf. A masodik rész-
hez 3 graf adodik. Ezek koziil
egy a 196. abra. A masik kettot
ebbdl Ggy nyerjiik, hogy az 5-
ponti komponenst az {a, b} él-

196. dbra lel, ill. az {a, b} és a {c, d) éllel
kiegészitjik.

32. Legyen G egy kivant tulajdonsagl nem Osszefliggé graf, és valasszuk kiilén
ennek egy G, komponensét; G tobbi komponense egyiittesen alkossa a G, grafot.
G-beli élnek nem lehet egyik végpontja G,-ben, a masik G,-ben. Tehat az ilyen
¢lek mind G komplementerében vannak, és szimuk — aszerint, hogy hany pontja
van G,-nek — csak 1-6 vagy 2-5 vagy 3-4 lehet. Ennélfogva G éleinek szama leg-

. . . 6-7
alibb ennyivel kevesebb a teljes 7-graf 5 -=21 ¢élénél. A kivant 15 élszam ennél

6-tal kevesebb. Igy csak az elsd eset johet szamitasba, amikor is G, teljes 1-graf
és G, teljes 6-graf.

33. E feladatot is megoldottuk, ha belatjuk a kdvetkezdt: Ha egy n-ponti grafnak
legalabb n+1 éle van, akkor van a grafnak legalabb 3-adfoki pontja. Ez pedig
igy van, hiszen ha egy n-ponti G graf minden pontjanak foka legfeljebb 2, akkor
G-ben a fokszamok osszege legfeljebb 27, Minthogy a fokszimok 6sszegének fele
minden grafban az élek szamat adja, G-nek legfeljebb n éle lehet a feltevéssel
ellentétben.

Megjegyezziik, hogy az n-pontd és n-éli graifnak nem feltétleniil van 3-adfoka
pontja. Példa erre az n hosszsagi kor.

34. Ha A a szoban forgo G, graf minden pontjat tartalmazza, akkor k =0, amely
esetben a 9. llitasbol adodik a megoldas. Tehat feltehetjiik, hogy 4 nem tartalmazza
G, minden pontjat. Térdljiik Gy-nek azokat az éleit, amelyeknek egyik végpontja
sem tartozik A-ba, majd ,,forrasszuk Ossze” az 4-ba nem tartozo pontjait egyetlen,
b-vel jelolt ponttd. Az igy kapott grafot G,-vel jeldljiik. (Példaként tekintsiik a
197. abrat.) Ekkor barmely A-ba tartozé pontnak ugyanaz a foka G,-ben, mint
G,-ben, tovabba G,-ben @(b)=k, és ez megegyezik a b ponthoz illeszkedd élek
szamaval. Mint minden grafban, G,-ben is paros a paratlan fokd pontok szidma;
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Gi ;
197. dbra

tehat ha az A-beli paratlan fokd pontok szima paros, akkor ¢(b) sziikségképpen
paros, ellenkezd esetben viszont paratlan.

35. Keressiink a feladathoz alkalmas grafot. Tekintsiik a 27 szimi pontot graf-
pontnak. Két pontot akkor kossiink Ossze éllel, ha van olyan korlap, amely mindkét
pontot fedi. Ekkor grafunk egyszer(i, 2n szami pontja van, és minden pont foka
legalabb #. Minthogy minden él megrajzolhato ugy is, hogy korlappal fedett legyen,
feladatunk megoldasihoz elegendd bizonyitanunk, hogy grafunk Osszefiiggd; ezt
viszont a 19. feladat megoldasa kapcsan megtettiik.

36. A bizonyitas a graf éleinek bejara-
sival adodik.

37. Egyetlen megfelel6 graf van. Ez két
komponensbdl all, mindkét komponens
haromszdg.

38. A feladat elsd részéhez megfeleld
grafok komponensei a 36. feladat szerint
mind kordk; a 37. feladat megoldasat is
felhasznalva, két graf jon szamitasba. A fel-
adat maésodik részéhez szamitisba jovo
grafok ezeknek a komplementerei. Tehat
osszesen 4 grafrdl van szd, ezeket lathat-
juk a 198. abran. .

39. Lathatjuk, hogy a masodik részhez
adodo grafok az elsé résszel kapcsolatban .
szoba jov6ék komplementerei. A 4 élt tar- 198. dbra

F D
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talmazok koziil keressiik eldszor azokat, amelyekben nincs kor. Ilyen pl. a 4 hosz-
szsagh ut is. Most keressiik azokat, amelyekben nincs 3-nal hosszabb ut, majd 2-
nél hosszabb ut. Ezutan vizsgéljuk a haromszoget, majd a 4-szoget tartalmazdkat.
Az elsé résznek megfelelé 6 grafot a 199. abran lathatjuk. Ezek komplementerei
a 6 élt tartalmazd S-ponth egyszerii grafok.

PN |

199. dbra

40. A megfelel6 grafok nyilvan mind 5-éliek. A kovetkezé feladatra gondolva
érdemes megkeresniink az Osszes 5-€10 grafot. Keressiik rendre az 5, 4, 3 hosszisaga
koroket tartalmazdkat. A 200. abran valamennyi S-ponti és 5-€li egyszeri grafot
lathatjuk. Az egy oszlopban levok komplementerek; e feladathoz a két szélsé jon
szamitasba.

200. dbra
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41. A 39. és 40. feladatot, valamint a 12. gyakorlatot figyelembe véve, mar csak
a 0,1 és 2 élt tartalmazd S-ponti egyszerii grafokat kell megkeresni, ugyanis ezek
komplementerei rendre a 10, 9, ill. 8 élt tartalmazék. Az el3bbiekbél 4 van, és igy
az utébbiakbdl is. Mindezeket szamitasba véve adddik, hogy a lényegben kiilonbdzé
5-pontd egyszerii grafok

szama 34. -

42, A feladat allitasanak a P c
bizonyitasahoz tegyiik fel, ; T - Gz
hogy azegyszerii G graf nem : e

Osszefliggd. Ezt szemlélteti Gi -
egy esetben a 201. dbra; G b.
komponensei: Gy, G,, Gy és
G,. (A szaggatott vonalakat
egyelére ne vegyiik figye-
lembe.) Jeloljiik G komple- G;
menterét G*-gal. Azt kell bi-
zonyitanunk, hogy G* osz- 201. dbra
szefiiggd, azaz G barmely
két pontja egymasbSl G*-ban tttal elérhet6. Ha nem ugyanabba a G;-be tartozé két
pontot szemellink ki, akkor azokat G*-ban él koti Ossze, és ez bizonyitja, hogy a
két pont G*-ban egymasbdl Wttal elérhet6. Ha a és b ugyanabba a G;-be tartozé
két pon{ (az abrin i = 1), akkor legyen ¢ G-nek egy tetszdleges, de G;-be nem tartozo
pontja (abrankon ¢ G,-beli). G*-nak biztosan éle {a, c} és {c, b} (az abran szaggatott
vonalak jelzik), ez viszont bizonyitja, hogy @ és b G*-ban egymdsbdl tttal elérhetd.
43. A feladat allitasanak indirekt bizonyitisihoz tegyiik fel, hogy L, és L, az
Osszefiiged G grﬁf" kozds pont nélkiili m hosszisagi utja (okoskodasunkat a 202.
' abran szemléltetjik). Jeloljik L, és L,egy-
egy végpontjat a-val, ill. b-vel. Minthogy
G 6sszefiiggd, van G-ben az a és b pontot
Jsszekotd Ly ut. A tovabbiakban haszno-
sitjuk mind az el6szor, mind az utoljara
érintett pontnak a fejezet végén kiemelt
szerepét. Az a pontbdl indulva, és L,
élein haladva, jeldljik c-vel L, utoljara
202. dbra érintett pontjat, és az ezt kdvetd pon-
. tok koziil d-vel L, elészor érintett pontjat.
(A ,,leghosszabb it modszeré”-ben elmondottak szerint ¢ és d nem tartozhat L, és L,
végpontjai kozé.) Utunk ¢ és d kozott bejart része szintén 1t; ezt jeloljik Lg-vel.

m
A ¢ ponttal kettéosztott L, utnak az egyik része legalabb — hosszi; Li-vel L,-nek

e I3 r I . r m »
ilyen részét jeldljiik. Hasonldan L, a d-vel kettéosztott L,-nek legalabb 5 hossz(-
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sagl része. Marmost az Ly, Ly és L, egyiittvéve G-nek egy ttja, és hossza — minthogy
L; hossza legalabb 1 — legalabb

m m

7+1+-§~ = .m+1,

ami lehetetlen, hiszen nincs G-ben m-nél hosszabb ut. Tehat nem lehet, hogy G két
m hosszisagu utjanak ne legyen k6z6s pontja.

44. Alkalmazzuk a leghosszabb ut médszerét. Legyen L a szoban forgé graf egy
leghosszabb utja. Jeldljik a-val L egyik végpontjat. Minthogy ¢(a) = 3, van két
a-hoz illeszkedd és L-be nem tartozo él. Legyen e, és e, két ilyen él, ezek a-tdl kiilén-
boz6 végpontja b, ill. c. Ha b=c, akkor e, és e, egy 2 hossztisaga kor éleit szolgal-
tatja. Tehat csak a b #c esetet kell vizsgalnunk. b és ¢ feltétlentil L-en levd pont.

o L

Q

203. dbra

A tovabbiakat a 203. dbran szemléltetjik. Az L Gt a és b kozotti részének hosszat
i-vel, b és ¢ kozotti részének hosszat pedig j-vel jeloltiik. Ha i paratlan, akkor Z-nek
a és b kozotti része e;-gyel egyiitt paros hosszusagi kort ad. Ha j paros, akkor
L-nek b és ¢ kozotti része e;-gyel és e,-vel egyiitt ad paros hosszusagi kort. Ha pedig
i paros €s j paratlan, akkor i4j paratlan, tehat L-nek a és ¢ kozotti része e,-vel
egylitt paros hosszisagu kort ad. Ezzel megoldottuk a feladatot.

45, A feladat allitasa nyilvan igaz olyan grafra, amely hurokélt vagy tobbszérss
éleket tartalmaz, hiszen 2-nél nagyobb szim nem lehet osztdja 1-nek vagy 2-nek.
Tehat szoritkozhatunk egyszerii grafokra. Alkalmazzuk ismét a leghosszabb at
médszerét. gy belathatjuk, hogy a 203. dbra mint részgraf el6fordul a széban forgo
grafban. Ebbél adodik, hogy van grafunkban 3 olyan koér, amelyek hossza i+ 1,j+2
€ i+j+1. Ha i+1 és j+2 oszthaté egy 2-nél nagyobb egész k szdmmal, akkor
ezek Osszege: i+j+3 is oszthatd k-val, és igy az ennél 2-vel kisebb i+j+1 nem
lehet k-val oszthato.
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2. fejezet

20. Ha a rajzolt fagraf nem egyetlen izolalt pontbdl all, azt tapasztaljuk, hogy a
kérdéses kiilénbség mindig 2. (Ennek altalanos érvénye lathatd a 25. feladatban.)
21. Lehetséges valaszok: '
1. Egy nem hurokél és két vég-
pontja. _
2. Az adott graf.
3. Izomorf a 204. abraval,
4, a 205. abraval és
5. a 206. abraval. _
204. dbra

- 205. dbra 206. dbra

22. Egy minimalis favazat a 207. abran, egy maximalisat pedig a 208. abran
jeloltiink ki. Az elobbi értéke 32, az utébbié pedig 57.

207. dbra . 208. dbra
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23. Baziskorrendszert a p,-hez illeszkedd harom élbdl alld favizra vonatkozdan
valasztunk. Kirchhoff csoméponti térvényét a p,, p, és p, pontra alkalmazzuk.
Tehat a harom csoméponti €s a két hurokegyenlet:

%)) —hL— L+ I,=0,
2) L+ L =0,
3) Li— I =0,
@ L4220+ I, =16,
%) — L4221, = 0.

Az egyenletrendszer megoldasa: [, = —2, I, =5, I,=2, I,=3 és I;=5.
24. Elegendd6 belatnunk, hogy minden, legalabb két pontot tartalmazo fagrafban

van 2 clséfoka pont. Az 1. fejezetben emlitett leghosszabb Gt modszerét kormentes

grafra alkalmazva kapjuk, hogy birmely leghosszabb ut két végpontja a kdrmentes
grafnak elséfoki pontja.

25. Jeloljiik fi-val a szoban forgo graf k-adfokid pontjainak szamat. Ekkor a
pontok szama

NHtSfot+fat+

Az élek szama minden grafban a fokszamok Osszegének a fele (l. fejezet 8. allitas);
esetiinkben:

1
SR+ 2+t ).

Minthogy grafunk fagraf, a 6. allitas szerint

f1+f2+f3_+ = %(.f1+2f2“1'3f3+”-)+1-

Nyilvanvalo, hogy

ik 2 b M A S B3 fi b
Ennek felhasznalasaval az elGbbi egyenldségbdl kapjuk, hogy

hEfitfitfit . +2=c+2,
és azt is kapjuk, hogy

fi=c+2

fi=fs=

azaz nincs fagrafunkban 3-nal nagyobb foka pont (de elséfokd van). Eredményiink
a 20. gyakorlat kapcsan tapasztaltak altalanos érvényét is jelentik.

26. A 21. gyakorlatot figyelembe véve, a felsorolt négy tulajdonsag koziil kettd,
csak a 2. és 4. lehet olyan, amely egyiitt a részgrafot mint favazat hatdrozza meg.
Megmutatjuk, hogy e kettd meg is hatarozza.

pontosan akkor all, h
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Az, hogy G’ G-nek favaza, a kovetkezdt jelenti: G” rendelkezik az 1., 2. és 3.
tulajdonséggal. Ennélfogva a 26. feladatot megoldjuk, ha a kdvetkezdket blzonymuk
(G’-vel G egy tetszOleges részgrafjat jeldljik):

a) Ha G’ 6sszefliggd, kormentes és éleinek szama n—1, akkor pont_]alnak szama n.

b) Ha G’ kérmentes, és éleinek szdma n— 1, akkor Ssszefiigg8.

¢) Ha G’ 6sszefliggd, pontjainak szima n, és éleinek szdma n — 1, akkor kérmentes.

Az a) 4llitas nyilvanvalo, hiszen G’ fagraf, és igy a 6. allitas szerint pontjainak
szama n.

A b) allitas bizonyitdsahoz jeldljik G’ komponenseit Gy, Gi, ..., Gi-vel és G,
pontjainak szimat ni-vel. Azt kell kimutatnunk, hogy k=1. Minthogy G’ G-nek
részgrafija,

mtHy+ ..+ 0 = n.

A G; grafok mind osszefiiggdk és természetesen kormentesek, tehat mind fagrafok.
Ennélfogva Gj éleinek szima a 6. &llitas szerint n) —1 (i=1,2, ..., k). G’ éleinek
n—1 szamat komponenseinek élszamosszege adja, tehat

n—1=nm—1+m—1+..+m—1 =uj+ns+..+n—k.

Ha most figyelembe vessziik a fenti egyenlGtlenséget, valamint azt, hogy k=1,
akkor a kovetkezbket nyerhetjiik:

mAnyt ..t —k=n—k=n—1.
Az utdbbi két Osszefliggésbdl adodik, hogy

n—1l=n—-k=n-1,
¢s ebbdl k=1 kovetkezik.

A c) allitas az 5. allitds kovetkezménye.

27. A 4. feladat szerint az n-ponti és n-élii G graf ban van kor; jeldljiink egyet
K-val. Toroljik G K-ba tartozé valamely élét. A G-bdl igy nyert G’ graf G-nek
n-pontu, n—1-€li és a 3. feladat szerint Osszefiiggd részgrafja. Ennélfogva az el6z6
fcladat megoldasaban szerepld ¢) allitas szerint G’ kormentcs Tehat G a K korén
kiviil mas kort nem tartalmazhat.

28. Egy grifot egyszerlinek neveziink, ha sem hurokélt, sem tdbbszords éleket
nem tartalmaz. Legyen az egyszerli G graf pontjainak szima n=>4. Igy ‘G komple-
mentere is n-pontd. Mindegyikiiknek van ligetvaza; ezek élszama legfeljebb n— |
(pontosan n—1 akkor, ha az Osszefiiggéség is fennéll). Ha be tudjuk bizonyitani,
hogy G-nek vagy a komplementerének legalabb n éle van, akkor a 14. feladat szerint
(i-ben vagy a komplementerében kér is van. A G grafnak és komplementerének

. - . . , . =1
cpyiittvéve annyi €le van, mint a teljes n-grafnak, vagyis (—2 ) . Tehat G-nck
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n(n—1)

vagy a komplei‘nenterének van legalabb félennyi, azaz éle. Ennélfogva

feladatunk megoldasdhoz mar csak azt kell belatnunk, hogy n=4 esectén

nn—1) =

azaz

n—=5n+4 =0,
vagyis

(n—1)(m—4) = 0.

Az utobbi viszont valdban fennall, ha n=4.

29. Legyen G az osszefliggd G grafnak egy kormentes részgrafja. Ha G kormentes,
akkor G’ kivant bévitése maga G. Ha G tartalmaz egy K kort, akkor van K-nak
G’-be nem tartozd e éle, mert G’ kérmentes. Toroljik G-bol az e élt. Minthogy
e G’'-nek nem éle, az igy kapott G, grafnak G’ részgrafja. G, valamennyi pontjat
tartalmazza G-nek, és a 3. feladat szerint Osszefliggd. Ha G, tartalmaz egy K, kort,
akkor van K,-nek G’-be nem tartozo e, éle. Tordljiik G,-bdl az e, élt. Az igy kapott
G, grafnak G’ részgrafja. G, ismét tartalmazza G valamennyi pontjat és a 3. feladat
szerint Osszefliggd. Torlési eljarasunkat addig folytatjuk, amig a kapott graf kor-
mentes nem lesz. A végil kapott G,, graf tehat kormentes, Osszefliggd, és tartal-
mazza G valamennyi pontjat, tehat G-nek favaza. De G, -nek is részgrafja G’, azaz
G’-nek G,, bovitése. _

30. Az alapul vett F graf fa. De fagraf G, is és G, is. Azt kell megmutatnunk,
hogy G,-ban létezik barmely két, p, és p, pontjat 6sszekotd ut. p, és p, pontja G;-nek
is, Gy-nek is, F-nck is. A 9. feladat szerint py-bol p, G,-ben is, Gy-ben is és F-ben
is pontosan egy uttal érhetd el. Ennélfogva a szoban forgo F-beli utnak azonosnak
kell lennie mind a G;-beli, mind a G,-beli szoban forgo tttal; igy ezek egymassal
is azonosak, minden élitkk kozds, tehat G;-ba tartozik. _

31. Jeldljiik Gy-lal a G grafbdl G’ éleinek torlésével nyert grafot. A G, graf nem
tartalmazhat kort, hiszen G minden korének legalabb egy élét toroltiik. Ennélfogva
G, a 29. feladat szerint G ligetvazava bovitheto (ti. komponensenként favazza bovit-
hetd). Minthogy G barmely ligetvazanak n—k szamu éle van, G, éleinek szama
legfeljebb n—k. Tehdt G éleinck szama legalabb é —(n—k) = é—n+ k.

32. Alkalmazzuk a G graf gazdasdgos favazat keresé 2. modszert: Az elsd s—1
szamu élt a széban forgd K kor élei kozil is valaszthatjuk. Ezt s-féleképpen tehetjiik
meg. Az igy adddo s szamu gazdasagos favaz koziil K barmelyik éle pontosan egyben
nem szerepel, a tobbiben viszont szerepel; tehat ezek a favazak mind kiilonbézok.

33. A feladatot a 10. feladat megoldasahoz hasonlé mddon is megoldhatjuk.
Most csak annyit jegyziink meg, hogy — bar ezt a megoldasban nem kell felhasz-
nalni — az ebben a feladatban megadott G két éle metszheti egymast. Ilyen esetet
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kapunk, ha pl. a sikon négy pontot a kdvetkezd médon jeldliink ki: Vegyiik fel
a sikon egy négyzet négy csticsat, és forgassuk el az egyik atellenes csiicspar mind-
egyikét a négyzet kozéppontja koriil ,,kicsi”, de mas-més szoggel (kicsivel, hogy
az 4tellenes pontokat Osszekotd szakaszok még messék egymast, és kiilonbozo
szogekkel, hogy a pontpérok tavolsagai mind kiilonboz6k legyenek). Legyen az igy
kapott két pont és a négyzet nem mozgatott két csicsa a négy adott pont.

34, Kérjiink minden épité véllalattdl egy-egy épitési koltségtervet. Ezutan raj-
zoljunk egy G grafot a kovetkez8képpen: G pontjai a széban fi org6 varosokat jelolik.
Minden vallalat minden tervezett vezetékének megfelelden felvesziink egy-egy €lt,
&s rairjuk az 4rajénlatot. Most kijeldljik
G egy minimalis értéki favazat, és e favaz
éleinek megfeleld vezetékeket épittetjiik
meg, mégpedig mindegyiket azzal a vélla-
lattal, amelyik azt tervezte.

A probléma azért érdekes, mert nem biz-
tos, hogy a cs6halozat épittetése szamunkra
akkor a leggazdasigosabb, ha csak a leg-
kisebb osszkoltségtervet mutato vallalattal
épittetiink. A 209. abran két vallalat épitési
koltségterve szerepel. A szaggatottan raj-
zolt az egyiké, a nmem szaggatottan raj- 5
zolt a masiké. Az el6bbi épitési Osszkolt- 209. dbra
sége 21, az utobbié pedig 23. A szdmok
bekarikazasaval kijeldlt minimalis értékii favazat mindkét vallalat €piti; ennek
épitési Osszkoltsége csak 16. '

35. Jelsljiik n-nel halézatunk csomépontjainak szimat, a csomdponti egyenletek
0-ra redukélt alakjainak bal oldalait pedig igy: f1, /e, - fu- Ekkor a csoméponti
egyenletek a kovetkezdk:

fl = 0)
fi=0,
fn—1=0’
£, =0.

Megmutatjuk, hogy f,=0 kdvetkezménye a tobbi egyenletnek. Ezzel megoldjuk
feladatunkat, hiszen barmelyik bal oldal kaphatta volna az n indexet.

Az f, +f,+ - +f, 6sszegben minden e, élben folyé I, aramerésség pontosan két-
szer szerepel, mégpedig egyszer —, masszor + eldjellel, mert I, az e, €len annak
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iranya szerint e, cgyik végpontjabol kifelé, a masikba pedig befelé folyik. Tehat
a valtozék minden értéke mellett

ht+fet+fi =0,
azaz

fo = —h+fot e Hfom)
Ennélfogva az clsé n— | egyenlet minden kozds megoldasa kielégiti az f, =0 cgyen-
letet is: az utolsd egyenlet valdban kdvetkezménye a tobbinek.
3. fejezet
25. A bejarandé jarddknak graféleket megfeleltetve, a 210. abran lathaté graf
éleit kell bejarnunk lehetdleg egyrétiien. Grafunk Osszefiiggd, minden pontjanak
foka paros, tehat van Euler-vonala. Barmely Euler-vonalat kovetd bejaras meg-

felel a kdvetelménynek, pl. az élek aliabbi sorrendjét kovetd is: 21, 17, 11, 9, 6, 3,
5.4,1,2,7,8,12,13, 10, 14, 15, 16, 20, 22, 19, 18.

’ 4\

1% )
,
20 '

210. abra 211. dbra

N

26. A megfelels forgalmi graf a 211. abran lathato.

ZT.EA 212._{ébrén lathaté iranyitott graf éleinek lehetdleg egyrétii iranyt kovetd
bejarasat kell megtervezni. Minthogy minden pont ki-foka megegyezik a pont
be-fokaval, és az sszefiiggdség is teljesiil, van a grafnak Euler-vonala, és ez gazdasa-
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gos bejarasi tervet szolgaltat. Az élek egy
megfelelé sorrendjét az Abrin szdmozis
jelzi. )

28. Figyeljik meg, hogy az x-nél levd
utkeresztezodéstol eltekintve, barmely utke-
resztez8désbdl barmelyikbe eljuthatunk meg-
jelolt egyiranyd utcdkon haladva, a koz-
lckedési szabdlyok megsértése nélkiil. Te-
hit a gyakorlat végrehajtisaban csupan
arra kell tgyelniink, hogy a megfelelé for- ; « 212. dbra
galmi grafban az x pont legalabb egy ira-
nyitott élnek legyen kezdGpontja és legalabb egynek végpontja.

29. A labirintusnak megfelelé graf a 213. abran lathats. A 2. bejarasi utasitas
alapjan jarunk el, ha az éleken pl. az alabbi sorrendben megyiink végig: 1,2, 3,4, 5,
5,13,12,12,13,4,3,9,10,6,6,7,7, 10, 11, 11, 8, 8,9, 2, 1.

213. dbra

30. A feladat allitasa a k=1 esetben a 7. illitas elsG része; az ennek bizonyitasat
adé gondolattal a feladatot is megoldhatjuk. Parositsuk a 2k szim@ paratlan foka
pontot, és a parokat kossiik Gssze egy-egy 1j éllel. Az igy kapott graf is Osszefliggd,
¢s minden pontjanak foka paros, tehit van Euler-vonala. Ha Euler-vonalabdl torsl-
jiik az 6nkényesen felvett k szamu élt, a feladat kovetelményeit kielégitd k szamu
nyitott élvonalat nyeriink:

31. A széban forgé graf minden komponensének van Euler-vonala. Minden
komponensének paros sok éle v‘an, ugyanis ha egy n-ponti graf minden pontjanak
loka 4, akkor a graf éleinek szdma az 1. fejezet 8. allitisa szerint 2n. Ha az éleket

luler-vonal mentén haladva valtakozva szinezziik pirosra, ill. kékre, akkor kivant
szinezésre jutunk. :

13 Ismerkedés a grifelmélettel — 52 446
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32. A kivalasztott lapocskak szama annyi, mint a teljes n+ 1-graf éleinek szama,
. (n4+Dn .
vagyis L—z—-)u. Ezek akkor helyezheték el egyetlen szabalyos koérlancba, ha a teljes
n + l1-grafnak van Euler-vonala, kiillonben nem. A teljes n + 1-graf minden pontjanak
foka n, tehat akkor van Euler-vonal, ha n paros, kiildnben nincs.
33. Ha A pontjai py, ps, ..., P, akkor

Oxi(P1) + Pui (P + - + @i (Pm) = Poe(P1) + Poe(P2) + -+ + Poe ()

Toroljik a grafbol azokat az éleket, amelyeknek kezd6pontjuk is és végpontjuk is
A-ba tartozik. Ekkor a fenti &sszeg mindkét oldalat ugyanannyival csdkkentjiik,
tehat a csokkentett Osszegek is egyenldk, és ez igazolja a feladat allitasat.

34, A 17. allitas szerint

Ok (PD) + @i (P + oo + 01 (Pn) = Poe(P1) + Poe(P2) + - + Ppe(P4)
azaz

(@1 (PY) = @b (P)) + (01i (P2) — Poe (P2)) + - + (@xi (P) — Pre(P1)) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy ha a zarojelekbe tett kiilonbségek koziil a pozitivok dsszege
k, akkor a negativok Osszege —k, és igy a feladatban megadott Gsszeg 2k.

35. Ha az utoljara felirt 8sszegnek nem minden tagja 0, akkor a pozitiv, ill. negativ
tagokban szereplé grafpontok két kulén P, ill. N osztalyba sorolhatdk. A P-beli
pontok mindegyike tobb élnek kezddpontja, mint végpontja; egylitivéve k-val tébb-
nek. Viszont az N-beli pontok mindegyike kevesebb élnck kezd&pontja, mint vég-
pontja; egyiittesiik k-val kevesebbnek. Tehat bévithetjiik a G grafot k szamu alkal-
masan valasztott N-beli kezdGponti és P-beli végponti irdanyitott éllel ugy, hogy
ezek az eltérések megsziinjenek: a graf minden pontjanak ki-foka és be-foka meg-
egyezzék. Ilyen bovitést végrehajtva, teljesiilnek a 19. allitas elsé részének feltételei,
tehat a bovitett irdnyitott grafnak van Euler-vonala. Ha barmelyik Euler-vonalabdl

toroljik az onkényesen felvett A szamu iranyitott élt, a feladat kovetelményeit ki- '."l_f:

elégitdé k szamu nyitott grafvonalat nyeriink.

36. Jeloljik a hurokélt nem tartalmazé G graf pontjait az 1, 2, ..., n szamokkal,
¢és iranyitsuk ugy, hogy barmely élének két végpontja koziil a kisebb szammal jelolt
legyen a kezddpontja. Az igy nyert G graf nem tartalmazhat iranyitott kort, ugyanis
egy G-beli irdnyitott kornek barmely pontjabél indulva és élei mentén haladva, csak
egyre nagyobb szamokkal jeldlt pontokba juthatnank, vissza soha.

37. A versenyzOk egy teremben helyezkednek el. Az egyik versenyzé kivezeti
a terembdl azokat, akiket legy6zott (esetleg senkit sem). Ha van még, aki a teremben
marad, egyikiik Gjbol kivezeti azokat, akiket legy6zott a teremben maradottak
kozil. Ezt folytatjak mindaddig, amig valaki a termet ki nem triti. A kiGrité le-

gybzte azokat, akiket kivezet, és azokat, akik korabban kivezeték voltak, hiszen

a teremben maradhatott; ez utébbiak viszont legySzték az altaluk kivezetetteket.
A kiiirité tehat minden versenytarsat megemliti felsorolasaban.
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A‘ feladat allitasa megfogalmazhats irdnyitott grafok segitségével is. Jeloljik
a kérmér‘kézés résztvevdit egy-egy grafponttal és minden mérkdzésnek feleltessiink
?nig“egy lrén}zitott é_It, amelynek kezddpontja a gydaztest, végpontja pedig a vesztest
Jelslo ;_)ont. Igy a feladat allitasinak cgy megfogalmazisa a 16. feladat allitasa is.

Megjegyezziik, hogy a 16. feladatra adott elsd megoldas alapjan az is latszik
hogy z_1 (holtversenyben) gydztesek barmelyike megfelel a 37. feladat kévetelményéneki
Nem igaz azonban, hogy csak gyéztes felelhet meg. S6t még a vesztes is megfelelhet.

d'b?:_de

al—| 1|11 ]0
b|lOo|—=|11|0]1
c|lo|lo|—=11]1
dlo|1|{o0o|— |1

214, dbra

Ezt a 214, dbran lathaté eredménytablazat, illetve
nyitja. Az abra arra is példa, hogy a verseny minden
kévetelményének.

' 38. Tegyiik fel, hogy k=0 szamu a kezdépontu és b végponti
€It nem tartalmazé iranyitott ut van G-ben. Toroljik a grafbol :
éleit. Az igy létrejott G grafban

a megfelel iranyitott graf bizo-
résztvevéje megfelelhet a feladat

paronként kozos
egy ilyen utrendszer

95 (@)= 01i(0) = 9y () — pue b) = ,
barmely a-tél és b-tsl kiilonbdzs p pontra pedig -

Pa(P) = @pe(p).

Etfb(”)l ké.vetkczik,- hogy van a G’ grafnak olyan G” komponense, amelynek a is
b ;§ ?ont_]a, mert masképpen az egyikiiket tartalmazé komponensben visszaéllitv;;
az iranyitast, a be-fokok &sszege nem egyeznék meg a ki-fokok &sszegével, ellen-
(etben a 17. allitissal. G”-ben visszaallitva az eredeti iranyitast, az igy nyert ,G""-ben
a 35. feladat szerint kijelolhetd & szamg nyitott grafvonal Gigy, hogy G” minden éle
czen grafvonalak koziil pontosan egyben szerepeljen. Ha ezekbdl az iranyitott korok
éleit t,iif'fjljﬁk, k szami, paronként kdzos élt nem tartalmazo, b kezdSponti és a vég-
ponti iranyitott utat nyeriink, ugyanis a 35. feladat megoldésiban szereplé P most
cgyediil a b pontbdl, és N most egyediil az 4 pontbdl all. Tehat ha van G-ben k szamu

13+
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a kezdépontu és b végpontd, paronként kozos ¢l nélkili iranyitott Gt, akkor van
G-ben legalabb k szamu, b kezddpontd és a végpontd, paronként kodzos él nélkiili
irdnyitott Gt. Ez természetesen akkor is igaz, ha k=0. Minthogy okoskodasunk
a és b szercpének felcserélésével is -véghezvihetd, az elmondottakbdl koévetkezik
a feladat allitasa.

39. Ha egy G graf mind az x, mind az y, mind a z pontjabdl tetszélegesen bejar-
hato, akkor a 24. allitasban leirt szerkezet szerint ¢ harom pont koziil az egyiknek
— mondjuk z-nek — foka 2. Minthogy G x-bol is és z-bol is tetszdlegesen bejarhato,
és z foka 2, ugyancsak a 24. allitas szerint G minddssze két olyan atbol 4ll, amelyeknek
végpontjai x ¢és z, mas kozds pontjuk azonban nincs, azaz G kor.

4. fejezet

23. A 215. abran lathatd vastagon megrajzolt Hamilton-kér mentén is és a szag-
gatottan megrajzolt mentén is eredményesen folytathatjuk a jatékot.

o

215. abra 216. dbra

24. A 36 mezobdl allo sakktablan az éleivel a lehetséges lougrasokat szemléltetd
G grafegy Hamilton-korét keressiik. Ha toréljik G-nek a sakktabla kdzéppontjahoz
csatlakozo a-jelii mezoin fekvo 4 pontjat, akkor G szétesik 4, paronként kézos pontot
nem tartalmazo korre. E korok kozil egy a 216. abran lathatd, a tobbi 3 pedig
ennek a sakktabla kozéppontja koriili 90, 180 és 270 fokkal vald elforgatasaval
nyerhet6. Hamilton-kérben egyik kornek sem szerepelhet minden éle, viszont bar-
mely Hamilton-kérben szerepelnie kell a sarokban levé pontokhoz illeszkedd két-két
élnek, minthogy sarokban fekvé pont foka G-ben is csak 2. Jeldljiink meg L-lel
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4 olyan utat, amelyet a fenti kordkbdl nyeriink agy, hogy mindegyikbdl térliink
egy-egy, nem sarokban fekvé ponthoz illeszkedd élt. Az L jelii utak egyiittvéve
32 pontot tartalmaznak, és barmely Hamilton-kdrben szerepelnie kell mind a 4 a jelii
pontnak. Ennélfogva ha az L jelii utakat az a jelii pontoknak és azokhoz illeszkedd
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217. dbra 218. dbra

két-két élnek kozbeiktatasaval korré tudjuk Osszekapesolni, akkor egy keresett
Hamilton-kért nyeriink. (A 217. abra az osszekapcsoléast szemlélteti; az L jelii utak-
nak csak a végpontjait jelolik karikdk.) Ezen a mdodon t6bb Hamilton-kort is nyer-
hetiink ; a 218. abran lathatot az e jelii élek (l. a 216. abrat) térlésével hoztuk létre.

25. Ha két teljes graf egy-egy pontjat Gsszeforrasztjuk, Hamilton-kért nem tar-
talmazo grafot nyeriink.. Ellenorizhetd, hogy az igy szirmaztatott grafok kozil

. csupan a 219. dbra felel meg.

219. dbra ' 220. dbra
26. Ha egy graf pontjait két részre osztjuk, majd a grafot ugy iranyitjuk, hogy

a kiilonb6z6 részekbe tartozé pontokat &sszekapcsold élek kezdSpontjai (vagy
végpontjai) ugyanabba a részbe tartozzanak, iranyitott Hamilton-kdr nem. johet
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létre, hiszen iranyitott Hamilton-kor iranyt koveté bejarasa kozben mindegyik
részbél at lehetne jutni a masikba. Ennek alapjan hoztuk létre a 220. abran lathato
iranyitott grafot; a pontokat a szaggatott vonal osztja két részre.

27. A sakktablan az éleivel a lehetséges lougrasokat szemlélteté G graf egy Hamil-
ton-korét keressiik. Vegyiik figyelembe, hogy barmely fehér mez6tdl csak fekete
mezé lehet lougrasnyi tavolsagban, és viszont. Ez annyit jelent, hogy G barmely
Hamilton-korét bejarva, fehér mezdén fekvé pontot mindig feketén fekvo kovet,
és viszont. Ebbdl kovetkezik, hogy G barmely Hamilton-korében, és igy G-ben is
paros sok pontnak kell lennie. Amde G-nek n? pontja van, n? pedig n-nel egyiitt
paratlan: vagyis nincs G-nek Hamilton-kére. és igy a feladatban emlitett bejaras
sem lehetséges.

28. Ha toroljiik grafunkbol az oktaéder csucsainak megfeleld 6 pontot, olyan
grafot nyeriink, amely 8 komponensbél all; e komponenseket az oktaéder lapjaihoz
illesztett 8 tetraéder egy-egy csucsanak megfeleld izolalt pontok alkotjak. Ha figye-
lembe vessziik a 3. feladatot, igy feladatunk megoldasat kapjuk.

29. Képzeljiik el a dodekaéder-jaték megfeleldjét a tetraéder élhdlézatan, és
végezziik el e jaték elemzését a 6. feladat megoldasa kapesan végrehajtott vizsgalat
mintajara. A p kezddpont és az e kezd6él rogzitése esetén a tetraéder-jaték foly-
tatasat is leirhatjuk b és j jelekbél allo sorozattal. Eredményes jaték esctén itt is
érvényes az 1. tilalom: kor része nem lehet kor (a II. kovetelményt itt nem is kell
figyelembe venniink). E tilalom folytan eredményes jiatékot leiré sorozatban nem
szerepelhet egymas utan sem két j jel, sem két b jel (a 221. abra az elsd esetre vonat-

b

b
221. dbra 222. dbra

kozik. a masodik az elsébdl betiicserével adodik). Ez mér eldonti, hogy a 102. abra-
nak most a 222. abra felel meg. Errdl csupan két kiilonbozd sorozat olvashatd le
b-vel vagy j-vel kezd6dd. Minthogy az e kezddél a p-hez illeszkedd 3 €l kézil bar-
melyik lehet, p rogzitése esetén 6 eredményes folytatast kapunk, de kozottilk csak
3 ad kiilonbdzé Hamilton-kort, kettd-kettd (az ellentétes iranya jatékoknak meg-
feleléen) egybeesik. A Hamilton-kdr szempontjabol nem jelent megszoritast p rog-
zitése. Tehat a tetraéder élei alkotta grafnak 3 Hamilton-kére van.
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Valojaban a tetraéder 3 Hamilton-korét konnyebb megtalalni a felidézett modszer
alkalmazéasa nélkiil. A mddszert azért vazoltuk fel, mert a feladatnak a kockara
vonatkozo részét ezt kovetve oldjuk meg. : :

223, dbra 224, dbra

Eredményes jaték esetén érvényes az I. tilalom mellett a II. kdvetelmény is: ha
a 223, abran jelzett illeszkedések mellett a vastag élek szerepelnek egy itt széba
jové Hamilton-korben, akkor a vékony él nem szerepelhet benne, és ezért a szag-
gatott éleknek hozza kell tartozniuk. Ezek az alabbi részleteket zarjak ki jelsoroza-
tunkbol: bjb, jbj, jjj, bbb. (A 224. 4dbra az els6 és a harmadik esetre vonatkozik,
a tobbi ezekbdl betlicserével adddik.) Ebbdl kovetkezik, hogy a 102. abrinak
most a 225. abra felel meg. Errél 4 kiilénb6zé soro-
zatot olvashatunk le. Minthogy a kezdépont rogzitése
esetén kezdGél 3 modon valaszthatd, 12 eredményes foly-
tatds adodik, azonban kett6-kettd most is ugyanazt a
Hamilton-kort adja. Tehat a kocka élei alkotta grafnak
6 Hamilton-kore van.

30. A dodekaéder-jaték vizsgalata soran azt belattuk,
hogy az elso két dugd elhelyezése utan 20 kiilonbozd
modon folytathato a jaték eredményesen. E 20 lehet8ség
kozil 10 adodik abbdl, hogy b-vel és 10 abbdl, hogy

Jj-vel folytatjuk. Tehat az elsd 3 dugé elhelyezése utin 225. dbra

10 eredményes folytatas lehetséges.

Az elsd 4 dugd rogzitése ugyanaz, mint a kezddpont és a kezdd€l megvalasztasa
utan a sorra keriilé két dugé elhelyezése az alabbi 4 eset valamelyikének megfelels
modon: jj, bb, jb, bj. Folytatasra a 102. abrarél — figyelembe véve mindkét forgas-
iranyt, valamint az dbra szimmetridjat — az els& két esetben 4—4, a masik kettoben
pedig 6—6 lehetdséget olvashatunk le. Tehat az els6é 4 dugo elhelyezése utan 4 vagy
6 eredményes folytatas lehetséges. -

Az els6 5 dugd rogzitése a jatékot leird jelsorozat elsG 3 betiijének rogzitését

Jjelenti. Ez 8 kiilonb6z6é mddon hozhato létre; koziilik a jjb tartozik a 127. abrahoz.
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A fentiekhez hasonléan gondolhato végig, hogy 2 vagy 4 eredményes folytatas
lchetséges. A 127. abranak megfeleld jjb esetben 2 eredményes folytatas adodik;
ezek lathatok a 215. abran.

~. .~
1
f

226. dbra 227. dbra

31. Az ikozaédert 20 haromszoglap hatarolja (226. abra). Vegyiink fel minden
lapon egy-egy pontot, és kdssiik ssze e pontok koziil azokat a parokat, amelyeket
tartalmazé lapoknak van kozos éliik, egy-egy, a kozos €lt atszeld vonallal. Az ikoza-
éder feliiletére ily moédon rarajzolt G graf egy részletét szemlélteti a 227. abra; G élei
a szaggatottan rajzoltak. Figyeljik meg, hogy G izomorf a dodekaéder élei alkotta
graffal. Ha az ikozaéder-feliiletet szétvagjuk G egy Hamilton-kore mentén, akkor
nyilvan két részre vagjuk, tovabba minden haromszéglapot kettészelliink, a harom-
szog két oldalit vagva at, hiszen a Hamilton-kér G minden pontjat tartalmazza,
éspedig mindegyiket 2-es fokszammal.

32. Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a feladatban emlitett feltételeket
teljesitd G grafnak p elvago pontja. A p pontnak és a hozza illeszkedd éleknek torlese
révén G-bdl nyert grafnak legalabb két komponense van, és igy van e komponensek
kozott k — 1-nél tobb pontot nem tartalmazd; legyen a G, gréf ilyen, tovabba p,
G,-nek egy pontja. A p, pont G-beli szomszédai csak p vagy G, pontjai lehetnek,
és minthogy az utobbiak kozott legfeljebb k —2 szomszédja lehet, p foka nem lehet
k —1-nél nagyobb G-ben. Ez ellentmond a feltételeknek, tehat G-nek nincs elvago
pontja.

E feladat allitasa a 14-bdl is kovetkezik; ugyanis G kielégiti annak feltételeit,

tehat van Hamilton-kore, és igy a 3. feladat utan tett megjegyzés szerint nem lehet”

elvagé pontja.
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" rolt részbe csak a {p, s}

33. Indirekt okoskodashoz tegyiik fel, hogy a 228. abrén lathat6 (a 128. abraval
izomorf) G grafnak van egy H Hamilton-kore. Minthogy G valamennyi pontjanak
foka 3, barmely ponthoz illeszkedd 3 él koziil H kettdt tartalmaz; egyet pedig nem.
Az abran szaggatott vonallal koriilhatarolt részbe esé G-beli pontok halmazit
jeloljik P-vel. A G graf
szimmetriaja folytan felte-
hetjiik, hogy a p, ponthoz
illeszked6 3 él kozil H a
{po, p1} €It nem tartal-
mazza. Ebbdl kovetkezik,
hogy H tartalmazza
{1, o}t & {p1, ps}-at;
tovabba nyilvanvalo, hogy
H mentén haladva, a szag-
gatott vonallal koriilhata-

{ps, p7} élek valamelyikén
lIéphetiink be, és csak a
masikon léphetlink ki be-
16le, tehat e kettd is éle
H-nak. )
Allitsunk eld G-bsl egy
G* grafot a kovetkezdkép-
pen: El8szdr vegylik G-nek T
azt a részgrafjat, amelynek 228, dbra
pontjai P-beliek, élei pedig :
G-nek mindazon élei, amelyeknek mindkét végpontja P-beli. Ezutdn tordljik e
részgrafbol {p;, p,)-t és {p;, ps}-at, majd vegyiik hozza az e ={p,, ps} és f = {pa, Ps}
élt. Igy kapjuk a G* grafot, amelynek minden pontja 3-adfo-
kit (229. 4bra). Ha H-nak G*-ba es6 éleihez hozzavesszik az &
elhagyott {p,, p,} és {p;, ps} élek helyett e-t, és a P-beli pon-
tokat nem P-belickkel oOsszekotd élek helyett f-et, akkor
G*-nak egy Hamilton-kérét nyerjiik; jeloljiik ezt H*-gal.
Tekintetbe véve, hogy G* minden pontjanak foka 3, az itt
vizsgalt H*-rais fennall a dodekaéder-jaték vizsgalatdban ki-
mondott I. tilalom és II. kdvetelmény, amelyekre a 29. fel-
adat megoldasaban is hivatkoztunk. G*-nak a 230. dbran -
lathaté rajzan vastagon rajzoltunk néhany H*-hoz tartozé
€lt. Az a-jelii pontokhoz illeszkedd vastag éleknek azért \_/
kell H*-hoz tartozniuk, mert kiilonben a veliik kozds vég- f
pontd vékonyak lennének H*-beliek, és igy az I. tilalomba 229. dbra
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Gitkoznénk. A b ponthoz illeszkedd szimmetrikus helyzeti
két él egyikének H*-hoz kell tartoznia; feltehetd, hogy
a vastagon rajzolt tartozik hozza. Ezek utén a II. kovetel-
mény szerint a szaggatottan rajzolt ¢lek is sziikségképpen
H*-hoz tartoznak. A kovetkezd abrakon mar ezeket a
szaggatott éleket is vastagon rajzoljuk. Egyikiiknek ¢
végpontjabdl kiindulva folytatjuk vizsgalodasunkat. A
c-hez illeszkedd masik két €l egyikénck H*-hoz kell
(artoznia; a két valtozatot koveti a 231. abra. Ezeken
szaggatottan jeleztiink olyan éleket, amelyeknek I., ill.
I1. szerint a vastag élek H*-hoz tartozasa miatt ugyan-

231. dbra

csak H*-hoz kell tartozniuk, és pontozottan olyan éleket, amelyeknek a szag-
gatott élek H*-hoz tartozasa miatt kell ugyancsak hozzd tartozniuk. Az elsé val-
tozatban d H*-nak egy harmadfokd pontja volna; a masodik véltozatban az abra
felsd részén kor jonne létre H* valodi részeként. Mindketté lehetetlenség. Tehat az
a feltevésiink, hogy a 228., ¢s igy egyuttal a 128. abranak van Hamilton-kdére, nem
tarthato.

Megjegyezziik, hogy a 228. abran lathato grafnak van Hamilton-itja.

34. Tegyiik fel, hogy az n-pont egyszerii G graf teljesiti a feladatban mondott . '

feltételeket. Belatjuk, hogy G osszefiiggd. Ha G nem volna osszefiiggd, akkor kiilon-
b6z6 komponensbe tartozé két pontja nem volna szomszédos, és ilyenek fokszam-
dsszege legfeljebb n—2 lehetne; ez pedig ellentétben allna feltevéstinkkel. Jeldljik
L-lel G egy leghosszabb uyjat. Ha L végpontjai szomszédosak, akkor a 11. feladat
szerint van G-nek Hamilton-kore. Ha L végpontjai nem szomszédosak, akkor pedig
ezek fokszamosszege legalabb n, és igy a 12. feladat allitasa szerint van G-ben olyan
leghosszabb 1t, amelynek végpontjai szomszédosak. Ekkor azonban a 11. feladat
allitasa szerint adédik, hogy van G-nek Hamilton-kore.
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A 14. 4llitas a 34. feladat allitdsinak kovetkezménye, ugyanis ha egy graf minden

. n
pontjanak foka legalabb 5 akkor barmely két nem szomszédos pontjanak fokszam-

Bsszege legalabb n. -
35, Indirekt okoskodashoz tegyiik fel, hogy az n-pontl egyszerii G grafnak leg-
n—1n—2 . '
alabb (;_.%-1—‘2 éle van, és nincs Hamilton-kore. Igy a 34. feladat szerint

kell léteznie G-ben két nem szomszédos p és g pontnak, amelyek fokszamosszege
legfeljebb n—1. Tehit p-hez és g-hoz egyiittvéve legfeliebb n—1 ¢l illeszkedik.
Minthogy a teljes n-grafban barmely két ponthoz egyiittvéve 2n—3 €l illeszkedik,
G-nek legalabb 21 —3 —(n — 1) = n—2-vel kevesebb éle van, mint a teljes n-grafnak.
Tehat G éleinek szama legfeljebb

n n—1)
2

—(1—2) = 1(335—__1_)___(”#1)4_1 _n=D=20=1)

2

C(m—1)(n—2)
=41
¢z pedig ellentmondas.

Ha egy teljes 2-graf és egy teljes n — 1-graf egy-egy pontjat dsszeforrasztjuk, olyan
n-ponti és (ﬁl)z(i_ﬂ—i— 1-élii grafot kapunk, amelynek nincs Hamilton-kére.
llyen graf a 219. dbra az n=06 esetben.

36. Altaliban azt mutatjuk meg, hogy ha az cgyszerli G grifban a p és g pontok
nem szomszédosak, akkor létezik G-nek kivant irdnyitasa. lranyitsuk ugyanis a G
grafot ugy, hogy p és g is csak kezd&pont (vagy csak végpont) legyen. A G-bél ily
médon nyert iranyitott G grafban p és ¢ nem lehet irdnyitott Hamilton-utnak bels6
pontja sem, végpontja sem (ill. kezddpontja sem); marpedig mindkettdjik nem
lehet kezd&pontja (ill. végpontja). Tehat G-nek nem létezhet irdnyitott Hamilton-utja.

37. Indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a feladatban szerepld erdsen Ossze-
fiiged G grafnak nincs irdnyitott Hamilton-kore. A 3. fejezetben emlitett maximalisbol
indulas médszerét alkalmazva jeldljik K-val G-nek egy leghosszabb iranyitott korét.
A G graf egyetlen K-ba nem tartozé ¢ pontjahoz sem illeszkedhet két olyan él, ame-
lyek koziil az egyiknek a kezdSpontja, a masiknak pedig a végpontja K-beli. Ugyanis
ellenkezd esetben az elébbinek kezdBpontjabdl indulva és K mentén mindaddig
haladva irinyt kévetden, amig csupa olyan pontot érintiink, amelyek kezdSpontjai
cgy-egy g-hoz illeszkedd élnek, el kell jutnunk K-nak egy olyan iranyitott (p;, p;,,)
éléhez, hogy (p;, q) ¢s (g, p;,,) tartozik G-hez. A (p;, p;yy) €It e két éllel kicserélve,
K-bél olyan iranyitott kért nyeriink, amely ellentmond K maximalis tulajdonségénak.
Tehit a K-ba nem tartozdé barmelyik ¢ pont vagy csak kezdépontja, vagy csak vég-
pontja az e pontot K valamennyi pontjaval dsszekapcsolé éleknek; feltehetjiik,
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masik esetben hasonléan okoskodhatunk. Mint-
hogy G er8sen Osszefiiggd, K barmely pontja-
bol ¢ irdnyitott uttal elérhetd. Vegyiik egy ilyen
Utnak azt a ¢ végponti L részatjat, amelynek
p; kezdGpontja K-beli, mas pontja azonban nem
(232. abra). Jeldljik K p; kezdSpontd élének
végpontjat p;,;-gyel. Minthogy a fentiek sze-
rint (g, p;..) létezik, (p;, pj4p)-et L-lel  és
(g, pj+1)-gyel Kicserélve, K-bol olyan iranyitott kért nyeriink, amely ellentmond
K maximalis tulajdonsaganak. Tehat K G valamennyi pontjat tartalmazza, és ezzel
bebizonyitottuk a feladat allitasat.

38. Megmutatjuk, hogy ha talalhaté G-nek pontjai barmely kettéosztasa esetén
két emlitett tulajdonsagi éle, akkor G erdsen dsszefiiggd. Igy azutan az el6z6 feladat
allitasabdl kovetkezik, hogy van G-nek iranyitott Hamilton-kére.

Indirekt okoskodasunkhoz tegyiik fel, hogy talalhaté G-nek pontjai barmely
kettéosztasa esetén is két emlitett tulajdonsigi éle, és G mégsem erésen Osszefliggd.
Jeloljiik Gy-lal G-nek egy maximalis sok pontot tartalmazé olyan részgrafjat, amely
erdsen osszefiiggd. Legalabb egy pontot mindenesetre tartalmaz G,, de nem tartal-
mazhatja G valamennyi pontjat. G pontjainak olyan kettéosztasat tekintve, amelyben
az egyik rész G, pontjaibdl all, az adédik, hogy 1étezik G-ben olyan iranyitott (p,, p,)
él, hogy p, G,-ba tartozik, p, viszont nem. Most alljon a P ponthalmaz p,-bdl €s
G mindazon pontjaibol, amelyek G-ben p,-bél iranyitott ttal elérheték. A P halmaz
egyetlen pontja sem tartozhat G,-ba, mert kiildnben léteznék p, kezdéponti olyan
L iranyitott ut, amelynek végpontja G,-ba tartoznék. Ekkor azonban G, bdvithetd
volna L-lel és a (p,, p,) éllel ugy, hogy a bévitett graf is erésen Osszefiiggd lenne,
cllentétben G, maximalis tulajdonsdgaval. Tehat van G-nek nem P-beli pontja is.
igy tekinthetjiik G-nek olyan kettéosztasat, amelyben az egyik rész éppen P. A P
halmazt meghatarozo tulajdonsagbol azonban kovetkezik, hogy egyetlen P-beli
pont sem lehet olyan élnek kezddpontja, amelynek végpontja nem tartozik P-be.
Igy ellentmondasba keriiliink feltevésiinkkel. Tehat a feladatban szereplé G erdsen
osszefiiggd graf, és igy van G-nek iranyitott Hamilton-kéore.

232. dbra

204

hogy ¢ ilyeneknek csak kezdépontja, ugyanis a
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5. fejezet

43. A fejezet elején ismertetett modszer alkalmazasival konnyen megszervez-
hetjiik a kivant kdérmérk&zést.

44. A 123. abra vastag €élei egy Hamilton-kdr élei. E Hamilton-kor két elséfoki
faktorra bomlik. (A 233.
dbran az l-gyel, ill. 2-vel
jelolt élek mutatjak a fel-
bontast.) Ha a vékony élek-
bol Osszeallitjuk a graf egy
masik Hamilton-korét,
majd ezt is két els6foku
faktorra bontjuk (3-mal,
ill. d-gyel jelolt élek), a
megmaradt élek (az 5-tel
jeloltek) a graf egy elso-
foku faktoranak élei.

45. A 128. abranak két
faktorra bontisiban az
cgyik faktor sziikségképpen
clséfok; egy ilyennek éleit
Jjeldltiik vastagon a 234. ab-
ran. A vékony élek egy ma-
sodfoku faktor élei. Megje-
gyezziik, hogy nincs a graf-
nak Osszefiiggd masodfoku
laktora, azaz Hamilton-
kore (4. fejezet 33. feladat).

46. A 235. abran vastag,
«vékony ill. szaggatott vo-
nalak mutatnak egy ki-
vant felbontast. A fakto-
rok Hamilton-korok; és
ilyenek a 13. allitds utin
vazolt szerkesztéssel is nyer-
hetdk. .

47, A teljes 5-praf bar-
mely G(A, B) paros rész-
grafja olyan, hogy 4 vagy
B nem tartalmaz 2-nél tobb
pontot. Tegyiik fel, hogy a

234. dbra
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G(A, B) paros graf éleit toroltiik, és 4 nem tar-
talmaz 2-nél tobb pontot. Jeloljiik C-vel a teljes
5-graf A-ba nem tartozdé pontjainak halmazat.
Ekkor C legalabb 3 pontbol all, és nem toérol-
tik a teljes 5-graf C feszitette részgrafjanak
egyetlen élét sem. Igy biztosan nem toroltik a
teljes 5-graf valamely haromszogének éleit, tehat

48. A 35. allitas alkalmazasival kénnyen va-
laszolhatunk a kérdésre: Egyik grafnak sincs el-
s6fok( faktora, mert haa 35. allitisban szereplo
Q a 155. abran az a, b és ¢ pontbdl all, a 156.

. dha abran pedig a ,,k6z€psd” pontbdl, akkor k =35,

_ ill. 3. Megjegyezziik, hogy a 155. abran minden

pont a graf valamely kdrének pontja, a 156. abra pedig nem tartalmaz t5bbsz0ros

éleket — eltéréen az eddig emlitett elséfoku faktort nem tartalmazo harmadfoku
regularis grafoktol.

49. Ha a G graf cleget tesz a feladat allitdsaban kiszabott feltételeknek, akkor van
Euler-vonala. Marmost G-t egy Euler-vonala mentén bejarva, és ekdzben az éleket
valtakozva I-gyel, ill. 2-vel megjeldlve, az azonosan jeldlt élek G egy-egy k-adfoku
faktoranak élei lesznek, hiszen ahdnyszor 1-es élen érkeztiink egy pontba, annyiszor
indultunk ki abbdl 2-esen, és viszont. Megallapitasunk a kiindulasi pontra is helyt-
allg, mert G éleinck szama paros. Ezzel megoldottuk a feladatot.

Megjegyezziik, hogy ha a kivant felbontas lehetséges, a szoban forgd grafnak
sziikségképpen paros szamu élt kell tartalmaznia, hiszen a két k-adfoku faktor
éleinck szama egyenld. A teljes 4m — l-grafok olyan 2k-adfoku regularis osszefuggo
grifok, amelyekre k = 2m—1. E grafok éleinek szama

(dm—1)(d4m—2)
2
vagyis minden pozitiv egész m-re paratlan, tehéat a feltételek koziil nem hagyhato
el az, hogy a grafnak paros szamu ¢éle van.

Az a graf, amely két komponensbdl all, éspedig mindkét komponens teljes 4m — I-
graf, k = 2m — l-re szintén 2k-adfoku regularis graf. Bar e graf éleinek szama paros,
mégsem bonthaté fel két k-adfoku faktorra, mert kiilonben komponensenként is fel-
bonthatd volna, méarpedig az eldbbiek szerint nem az. Tehdt nem hagyhato el a fel-
adat szovegébdl az ,,0sszefliggd” sz sem.

50. Legyen G Euler-graf. Ekkor a 3. fejezet 6. allitasa szerint G minden pontjanak
foka péros. Igy a 3. fejezet 5. feladatinak allitdsa szerint G minden éle valamely
G-beli kornek éle. Ennélfogva a 3. fejezet 12. feladatanak allitasa szerint G nem
tartalmaz hidat.

= 2(4m*=3m)+ 1,
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a torlés utin megmaradt graf nem lehet paros. -
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51. Legyen h az &sszefiiggd k-adfoku regularis G graf egy hidja. Ha k paros volna,.
akkor G a 3. fejezet 5. feladatanak allitasa szerint nem tartalmazhatna hidat. Tehat:
k paratlan. Jeldljiik G egy paratlan foku faktorat F,-gyel. Ekkor az F;-be nem tartozé:
élek G egy paros fokii F, faktoranak élei. A 3. fejezet 5. feladaténak éllitasa szerint:
F, minden éle valamely F,-beli — és igy egyszersmind G-beli — kornek éle. Ennél--
fogva a 3. fejezet 12. feladatanak allitasa szerint i nem tartozhat F,-be, és igy sziik--
ségképpen F;-be tartozik.

52. A feladat allitisa az clézd feladat allitasanak nyilvanvalé kodvetkezménye.

53. A feladat allitasa szintén az Sl. feladat allitdsinak kovetkezménye.

54. Tegylik fel, hogy az Osszefiiggd 2k + l-edfokd regularis grafnak valamely
pontjahoz 2k +1 hid illeszkedik. Barhogyan is bontjuk fel a grifot faktorokra,
kell lenni a faktorok kozétt egy paratlan fokunak. Ennek foka az 51. feladat allitasa
szerint 2k + 1. Tehat nem lehet a grafnak 2k + 1-nél kisebb foku faktora.

Ebbdl az is adddik, hogy a 42. illitashoz felsorakoztatott G4y (G5 a 154. abran

'lathatd) grafok egyikének sincs valédi részgrafjat alkotd faktora, mert a ,,koz€psd™

ponthoz csak hidak illeszkednek.

55. Aztkell belatnunk, hogy az sszefiiggd paros G graf pontjainak barmely fehér-fe-
kete kettéosztasaban ugyanazok a pontok az azonos sziniiek. Legyen p a G graf egy tet-:
szOlegesen valasztott pontja, G tobbi pontjat pedig jeloljik igy: a,, as, 4, ... . Mint-
hogy G &sszefiiggd, p-bél g; elérhetd a grafegy L, Gtjaval (i=1, 2,3,...). A pontok bar--
mely fehér-fekete kettéosztasaban minden él két végpontja kiilonbdzd szinid. Ebbol
kovetkezik, hogy ha L, hossza paros, akkor ; szine mindig azonos p szinével, és ha.
L, hossza paratlan, akkor a; szine mindig kulonbozlkp szinét6l, minden i-re.

56. Elképzelhetjiik a halozatot egy m-n
mezébol allé ,,sakktablara™ teritettnek ugy,
hogy minden mez6n pontosan egy gyongy-'
szem helyezkedjék el. Szinezziink mindeén
gyongyszemet annak a mezOnek a szinével,
amelyen fekszik. ‘Ekkor minden zsinérdarab & & - e > »
két kiilonbozd szinfi gydngyszemet kapcsol '
ossze. Tehat paros az a graf, amelynek pont- & £
jai a gyongyszemek és élei a zsindrdarabok. '
A grafok nyelvén az a kérdés, hogy milyen
m és n értékek esetén van ennek az m-n
pontot tartalmazé paros grafnak Hamilton-
kore. Paros graf minden korének hossza —
és igy minden Hamilton-kdrének hossza is — paros. Ebbél kovetkezik, hogy halo--
zatunk az emlitett médon nem alakithaté egyetlen kor alaki lancci, ha m-n parat—
lan. Ha viszont m-n péros, azaz m €s n koziil legalabb az egyik paros, akkorakivant
korlanc mindig létrehozhaté. Példaként a 157. abran illusztralt halézatot alakitjuk.
egyetlen korlancca (236. abra), ennek mintdjara altaliban is eljarhatunk.

L o

& &
o— * 4

[ &

236. dbra
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57. Tegyiik fel, hogy egy paros grafban m szam( pont fehér és n szamu fekete.
Jeldljiik egy — mondjuk fehér — pont fokat k,-val, és tegyiik fel, hogy a graf minden
mas pontja k-adfoki; tovabba tegyiik fel, hogy ky=0 és k=0. Szamoljuk Ossze
a graf éleit két modon: a fehér, ill. fekete pontokban létrehozott illeszkedéseket
tekintve. Igy a kovetkezd egyenldséget nyerjiik:

ky+(m—1)k = nk.
Ebbol
ky = (n—m+ D)k,
Minthogy k,=0 és k=0, n—m+1 = 1, és igy
ko = k.

Tehat nincs izolalt pontot nem tartalmazod olyan péaros graf, amelyben egy kivétellel
minden pont foka egyenld, a kivételes pont foka pedig kisebb a tébbi pont fokanal.

58. A feladat allitisat n-re vonatkozod teljes indukcidval bizonyitjuk. Az allitas
n=1-re nyilvanvald, hiszen a teljes 2-graf paros graf. Legyen most n=1, és tegyiik
fel, hogy igaz az allitas n-re. Bebizonyitjuk, hogy akkor igaz n + 1-re is. Alljon az A
ponthalmaz a G-vel jelolt teljes 2"+ 1-graf tetszélegesen valasztott 2" szama pontjabdl
-€s a B ponthalmaz G-nek A-ba nem tartozo pontjaibol. Ekkor B is 2" pontbdl all,
hiszen 2:2" = 2"*1 Legyen a G, ill. Gy graf G-nek 4, ill. B feszitette részgrafja.
Legyen tovabba a G, graf G-nek valamennyi lehetséges élét tartalmazo Gy (A, B)
paros részgrafja. Mind G4, mind pedig G, teljes 2"-graf. Ennélfogva indukcids
feltevésiink értelmében kijelolhetd mindkét grafnak n szamu részgrafja ugy, hogy
mindegyik paros graf legyen, és G, ill. G, minden éle szerepeljen a kijelolt rész-
grafok valamelyikében. Minthogy A-nak és B-nek nincs kozos pontja, G, és Gy
egy-egy kijeldlt paros részgrafja egyiittvéve is paros graf. Parositsuk G, és G egy-egy
kijelslt paros részgrafjat, és jeldljik az e parok alkotta paros grafokat igy:
G, G,, ..., G,. Marmost a

Gg, Gy Gs; ..o, G,

paros grafok cgyiittvéve G minden ¢€lét tartalmazzdk; tehat igaz a feladat allitdsa
n+ l-re is.

Megjegyezziik, hogy a teljes 2"+ l1-grafnak nem jeldlhetd ki n szamu részgrafja
ugy, hogy mindegyik paros graf legyen, €s a teljes 2" + 1-graf minden éle szerepeljen
a kijelolt részgrafok valamelyikében. Megjegyzésiinket n=2-re a 47. gyakorlat
allitasa tdmasztja ala.

59. A szoban forgd paros graf minden a-re olyan G(4, B) graf, hogy A is és B
is 2n pontbdl all, és minden A-beli pont szomszédos minden B-beli ponttal. Jeloljiik
A, ill. B pontjait igy:

Qi Gy Oaas
All.
By, Bysocons Do
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Egy kivant felbontasra vezetd eljarast szemlé-
letesen adunk meg. A 237. 4bra n=3-ra
szemléltet, de annak alapjan konnyen elkép-
zelhetS az altalinos eset is. Tekintsiik te-
hat az abrit. Az g, és b ; pontokat egy-egy
azonos kozépponty szabalyos 2n-szdg csi-
csaiba helyeztik el. A meghtizott vonalak
grafunk egy Hamilton-kérét jeldlik ki; legyen
ez H,. Most ndveljiik meg az a, pontok in-
dexeit 2-vel, és legyen a,,_,-bdl a,, a,,-bdl
as. Ekkor abrank ismét grafunk egy Ha-
milton-koérét jeldli ki; legyen ez H,. Az a;
pont_ok indexeinek médositisat ismételve
nyerjiik grafunk H,, H,,---, H, Hamilton-
koreit. Konnyen belathatjuk, hogy a fel- ° 237. dbra

sorolt Hamilton-kérsk kéziil barmely ket- .

tonek sincs kozos éle; tehat grafunk egy kivant felbontasat nyertiik.

60. A feladatra két megoldast is kozliink. Az elsé megoldisban nem hasznalunk
grafelméleti ismereteket, a masodikban azonban igen.

.Az clsé megoldashoz induljunk ki valamelyik kijeldlt mezorél, és haladjunk viz-
szintesen az ugyanazon sorban kijeldlt mésik mezdig, majd folytassuk utunkat
fliggblegesen az ugyanazon oszlopban elhelyez-
kedé masik kijelolt mezdig, és igy haladjunk
tovabb viltakozva vizszintes és fiiggbleges
Y | irinyban. Tovabbhaladas kozben elébb-utébb
B utunk sordn mar érintett mezohoz kell érkezniink
] (238. abra). Ez a mez6 csak utunk kiindulépontja

bi bz by b. b5 b by by

aq T lehet, mert ha méas M mez6 volna, akkor
as ' ennck elsé érintésekor az odavezetd PM és az
as 5 f onnan tovabbvezeté MQ tutszakasz, valamint a
a; o . masodik érintéskor odavezeté RM ttszakasz ha-
a5 7S e R rom kiilonb6z6 P, Q, R mezdt szolgaltatna, ame-
lyeknek mindegyike vagy ugyanabban a sorban,

© 238. dbrg

vagy ugyanabban az oszlopban van, mint az M
_ ) mez06. Ez azonban lehetetlenség, mert M soraban
csyoszllopabgn csak egy-egy tovabbi kijelolt mezd talalhatd. Az igy zarédé vt paros
szamu mez6t érint, mert valtakozva vizszintes és fi iiggbleges szakaszokbdl all. Az
utunk sordn érintett minden méasodik mezdbe fehér babot, a tobbibe fekete babot
llitva megdllapithatjuk, hogy minden olyan sorban és oszlopban, amelyen utunk

- sordn elmozdultunk, éppen 1 fehér és 1 fekete bab 4ll.

Ha nem minden sor és oszlop szerepel ebben a megéllapitisban, ha tehit utunk

14 Ismerkedés a gréfelmélette] — 52 446
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nem minden kijelolt mezét érintett, akkor a nem érintett mezok valamelyikébol
kiindulva, ugyanolyan eldirassal ijabb zarodo thoz jutunk, s az ennek soran érintett
mezokbe valtakozva fehér és fekete babokat allitva, ujabb sorokba és oszlopokba
fog 1—1 fehér és fekete bab keriilni. A masodik it nem mehet 4t az els6 sordn érintett
mezdon, hiszen a kiindulasul vett mezét csak tigy nem érinthette az elsd 1ut, ha az
ugyanazon sorban kijelolt masik mez6t sem érintette, ami csak gy lehet, ha az
annak oszlopaban kijeldlt masik mezot sem érintette s i. t.

Sziikség esetén tovabb ismételjiik ezt az eljarast, amig minden sorba és oszlopba
nem allitottunk 1—1 fehér és fekete babot.

Feladatunk masodik megoldasahoz hozzuk létre a G = G(A, B) paros grafot
a kovetkezéképpen: Mind az 4, mind a B halmaz 8 pontbdl 4ll, a sakktabla 8 soranak,
ill. 8 oszlopdnak megfele-
16en. Ezek: ay, a,, .... agq, ill.
by, bs, ..., bg. Szerepeljen G-
ben az {a;, b;} €l pontosan
akkor, ha az a soraban és

J

mezé a kijeloltek  kozott
van. Tehat grafunk élei a kije-
161t mezdknek felelnek meg, és
igy G-nek 16 éle van. (A 238.
abranak megfelelé G a 239. ab-
ran lathaté.) Az, hogy a sakktabla minden sordban és minden oszlopdban éppen
2—2 kijeldlt mezd van, azt jelenti, hogy G minden pontjanak foka 2. Tehat G
masodfoku regularis paros graf, és igy akar a 8. feladat allitasa szerint, akar a 18.
allitas szerint felbomlik F; és F, elséfoki faktorokra. Ha az F; éleinek megfelel6 me-
z&kre fehér babokat, az F, éleinek megfelelokre pedig fekete babokat helveziink,
a kivant elrendezést nyerjiik.

Erdemes megfigyelni, hogy feladatunk és a 8. feladat lényege, grafelméleti tar-
talmukat tekintve, nem kiilonboz6.

61. Az allitast két modon is bizonyitjuk. Az els6é bizonyitashoz tegyiik fel, hogy &
az Osszefiiggd k-adfokd (k=2) regularis paros grafnak hidja. Toroljik A-t. Ekkor
szétesik a graf izolalt pontot nem tartalmazé két olyan paros grafra, amelyek mind-
egyikében egy-egy pont foka k—1, a tobbi pont foka pedig k. Ez azonban az 57.
feladat kérdésére adott tagado valasz értelmében lehetetlen.

Masodik bizonyitashoz alkalmazzuk a 18. allitast, amely szerint grafunk felbomlik
clsdfokn faktorokra, éspedig legalabb kettére. Az 51. feladat allitisa szerint e fak-
torok mindegyike tartalmazza a graf minden hidjat. Ennélfogva grafunknak nem
lehet hidja.

62. Rendezziik el a tanuldkat n sorban és n oszlopban ugy, hogy ugyanannak
az iskolanak a diakjai egyetlen sorban és ugyanazon tantargyban versenyzdk egyetlen
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b; oszlopaban elhelyezked6.

oszlopban helyezkedjenek el. Most hozzuk létre a G(4, B) paros grafot a kovet-
kezGképpen: Mind az 4, mind a B halmaz n pontbdl 4ll,a soroknak, ill. az oszlopok-
nak megfelelden. Minden egyes versenyzének megfeleltetink egy élt, mégpedig
az i-edik sorban és a j-edik oszlopban allonak azt, amelynek A-beli végpontja az
i-edik sornak, B-beli végpontja pedig a j-edik oszlopnak felel meg. igy grafunk
n-edfoku regularis paros graf lesz. Marmost azt kell bizonyitanunk, hogy van
grifunknak k-adfokd faktora; ugyanis feladatunkban éppen k-adfoki faktor
€leinek megfeleld versenyz6k kivalasztasarol van szé. A
18. allitas szerint grafunk felbomlik n elséfokl faktorra. ¢
Ugyanazon felbontasban szerepld elséfoku faktorok koziil
barmely k szami faktor szorzata k-adfoku faktort szol- ® ® O O e
galtat.

Konnyen belathaté, hogy kivant kivalasztast nyeriink,
ha oszloponként rendre az elsd, a masodik, ..., aznedik 0 o @

o O e e

@ @ [} o ]

-sorszamu tanul6tdl kezdve valasztunk ki egymdis utan el-

helyezked6 k szamu versenyzdt, Ugy képzelve, hogy az © © © o e
n-edik sorszam utan azels6 kovetkezik (n=>5 és k =3 esetén 240. dbra
a kivalasztottakat a 240. 4bra befeketitett karikai jelzik). -

63. Azt kell bizonyitanunk, hogy tobbszords éleket nem tartalmazé G(A, B)
paros grafnak, amelyben mind A, mind B n szamu pontbdl all, és amelyben minden

; y n S ; :
pont foka legalibb 5 van B-t lefedé fiiggetlen élhalmaza. Elegendé megmutatnunk,
hogy grafunk teljesiti a 19. allitas feltételeit. Valasszuk ki B-nek k szami pontjat

Ha k*é;, akkor barmely kivalasztott pontnak legalabb k szomlszédja van, hiszen
barmely pont foka legalabb —;i, és grafunk nem tartalmaz t6bbszords Iéleket. Ha
pedig k ::-?21, akkor a kivalasztott pontok szomszédai kimcritik A-t, mert B ki nem
valasztott pontjainak szdma kisebb, mint %, és minden A-beli pontnak legalabb

n " it 5 : .
5 B-beli szomszédja van, ennélfogva minden A-beli pontnak van szomszédja a ki-

valasztott pontok kﬁzf}tt.. . .

64. A bizonyitandd egyenlGség a 28., 22. és a 30. allitisokban szerepld egyenlé-
ségekbdl adédik. ' '

Megjegyzés: Bizqnyithaté, hogy igaz a feladat éllitisa a ,,p4ros” sz6 elhagyasi-
val is. : :

65. Indirekt okoskodashoz tegyiik fel, hogy a tobbszdros éleket nem tartalmazé
G = G(4A, B) péros grafban mind az 4, mind a B halmaz m pontbdl all (m=2),
G-nek legalabb m(m—1)+2 éle van, és nincs Hamilton-kére. Ekkor nem lehet
14*
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minden A4-beli pont minden B-beli ponttal szomszédos, hiszen kiilénben nyilvin-
valéan volna G-nek Hamilton-kére. Ennélfogva a 32. allitds szerint van G-ben
olyan A-beli a és B-beli b pont, amelyek nem szomszédosak, és amelyekre

p(a@)+o®) =m.

Ha a szomszédos volna valamcnnyi B-beli ponttal, és b szomszédos volna valamennyi
A-beli ponttal, akkor e szomszédossagok egyiittvéve 2m —1 élt jelentenének. Ebbé&l
azonban a fenti egyenl6tlenség szerint legfeljebb m szerepel G-ben. Tehat G-nek
legalabb 2m — 1 —m = m —1 éllel kevesebb éle van, mint annak a t5bbszords éleket
nem tartalmazé G* grifnak, amelyet G-bdl wjabb élek behuzésaval gy nyeriink,
hogy minden A-beli pontot minden B-beli ponttal szomszédossa tesziink. Igy, mint-
hogy G* éleinek szdma m?, G éleinek szama legfeljebb m?* —(m —1) = m(m—1)+1,
ez pedig ellentmondas. Tehat az a feltevésiink, hogy G- -nek nincs Hamilton-kére,
helytelen. (V6. a feladatot a 4. fejezet 35. feladataval.)

66. A feladat dllitdsa a 33. allitas egyszerii kovetkezménye, hiszen nincs a tarsaség-

. : M o "y s 5 B fo 1
ban olyan lany, ill. fia, aki legfeljebb 5 szamu fidt, ill. lanyt ismer, és igy a meg-

felel6 grafnak van Hamilton-kore, amely kivéint clrendezést hataroz meg.

6. fejezet

82. A 241. 4bra kovetelményilinknek megfelel6 komplementer grafokat abrazol;
a haromszogek élei vastagok.

241, dbra

83. Elegendé megmutatnunk, hogy barmely él két végpontjanak sincs kozos
szomszédja. Az dbra szimmetridja folytin azonban elegendé csupan két élre szorit-
koznunk: az abra peremét alkoté sokszog egy élére és egy atlgjara.

84. A gyakorlat a 43. allitas alkalmazéasat kivanja (mindkét atléjat tartalmazé
négyszOg egyttal egy teljes 4-graf is); az elsé kérdésre a 40. allitds alkalmazasaval
is valaszolhatunk. A 40, ill. k=3 mellett a 43. illitisban megadott élszamkorlatnal
eggyel tobb szakasz meghlzésa mar elegendS. Tehat a két kérdésre adott helyes
vélaszok: az n=8 esetben 17, ill. 22, az n=9 esetben pedig 21, ill. 28.

212

85. Az 5.28 és a 6.53 allitasok alkalmazasaval

2én
n “fpm:lx_}-{pmm = fpmax+ 2e+n'
Ebbél
T — 2én ) n®
Pmax = 26+n  2é+n

A 6.53 allitds szerint a kérdezett egyenlség pontosan akkor 4ll, ha a széban forgo
graf teljes n-graf, vagy minden komponense ugyanannyi pontu teljes graf.

86. Minthogy d = g,

S
+_
frd TS g s d Ly d
4 = 4 3 6 2 6 3
Ennélfogva mindkeét grifra fp,,,.=/. A legkisebb fokszam is megegyezik e két graf-
ban; az elsében 1gy adddik:

f+d+f+d_f+d
4 4 o2

¢s a masodikban igy:

d f+d
BTgta =3~

Gréfjaink ((ny, ny, ..., ny)) grafok: 242. abra. Jel¢ljiink
egy ilyen grafot G-vel. Ha toroljik G-nek az 4bra
barmely két karikdjat osszekapcsolé vonalanak meg- 242. dbra

felel éleit, konnyen lathatjuk, hogy péros grafot

kapunk. Ennélfogva barmely G-beli paratlan kor tartalmaz élt az abra 7 vona-
la szemléltette 7 tipus mindegyikébdl. Ebbsl kovetkezik, hogy G minden parat-
lan korének hossza legalabb 7.

87. Az el6z0 gyakorlat médjan eljarva vilagos, hogy e grafok nem tartalmaznak

fofo

haromszoget. Minthogy csak n=5 johet szamitasba, amikor is 2 = ~—;—1 =1,
v o =T . :

mindkét grafra )fvmu:f—z—. Az élek szama az elsGben

: ‘n—3 n—3% n*—6n+9+4n—1244 (n—1)>*

141+ 2.-2+[2]* Z — 1 ==
Ugyanennyi van a mésodikban is, mert

n=1_ a=3 n—1  B—dni342-2 (i—1)

7 2+ 3 -z_-2+1- 4 +1= 7 +1.
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88. A szoéban forgd grafoknak 2. 4 szerint legfeljebb n—1 éliik lehet. Ha n—1
éliik van, akkor 2. 26 szerint osszefligg6k, vagyis fagrafok. Jeldljiink F-fel egy n-ponti
fagrafot. Ha n =3, akkor F tartalmaz egy (a 243. abran szemléltetett) 2 hosszisagi
utat. Ha F nem tartalmaz 2-nél hosszabb utat,
akkor minden éle sziikségképpen b-hez illesz-
kedik. Az ilyen grafokat ,,csillaggrafok”-nak is
szokas nevezni. Csillaggraf a 243. abra, a teljes
1- és 2-graf is. Tehat a keresett grafok n—1-
éliiek és csillaggrafok; mas nincs.

89. A 194. abran a 4-pontd egyszerii grafok
lathatok. Koziilik kettd felel meg: ezekkel izo-
morfak lathatok a 244. abran.

o —0 O
g b c

243. dabra

244. dbra 90. Atl6t tartalmazé négyszdg haromszdget

is tartalmaz. Az (m, m) grafok mind péros gra-

fok, tehat nem tartalmaznak haromszoget, és igy nem lehet benniik atlét tartal-
mazo négyszOg sem.

91. A (2,n—2) paros grifokban minden kor négyszog, €s igy az elobbi gyakor-
latban mondottak igazoljak allitasunkat.

92. Az 5.23 szerint annyi maximilis fuggetlen ponthalmaz jel6lheté ki a 192.,
vagyis a 245. abran lathatd grafban, ahany minimalis lefogé ponthalmaz. A vastagon
megjelolt 4 hosszusagi Ut éleinek lefogisahoz két pont

sziikséges, és két pont is csak akkor elegendd, haazfésd. ¢ b c d
Ezek nem fogjak le az {a, b} élt. Ennélfogva minden lefogd !
ponthalmaz legalabb 3 pontbdl all. Ha az {a, b} €It b-vel Om
fogjuk le, akkor b, f és d egyiitt minden élt lefognak, kii-

I6nben nem. Tehit grafunknak csak egy minimalis lefogo
ponthalmaza van, és igy csak az a, ¢, ¢ és g pontok alkotnak 245. dbra
maximalis fiiggetlen ponthalmazt.

93. A nem oOsszefiiggd n-pontu egyszeri G graf G* komplementere 1.42 szerint
Osszefiiggd. Ha G éleinek szama maximalis, akkor G* éleinek szama minimalis.
Az 1.22 allitas szerint G* éleinek szama legalabb n — 1. Ennélfogva G éleinek szama
legfeljebb

[‘;] —(n—1) = A _.__I)ZJ’T__Q - LD%E__Q__

Ha az n-ponta egyszerii G, graf két komponensbdl all, amelyek koziil az egyik teljes
1-graf, a masik pedig teljes n— l-graf, akkor élcinek szdma -- ---—2—-----—-; tehat

G, itt extrém graf. Megmutatjuk, hogy mas extrém graf nincs. Tegyiik fel, hogy az
n-pontd G, is extrém graf. Minthogy G, nem Osszefiiggé, minden pontjanak foka
legfeljebb n—2. Ha G, minden pontjanak foka legfeljebb n—3 volna, akkor G,
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&leinek szama legfeljebb n(:;-fa‘) volna; ez azonban kisebb, mint Ei:iz(n:z—)—,
tehat G, nem lehetne extrém graf. Ennélfogva van G,-nek egy n —2-edfoki p pontja.
gy pontosan egy ¢ pont van G,-ben, amely p-t5l is és p szomszédjaitdl is kiildn-
bozik. Minthogy G» nem Osszefiiggd, g G,-nek izolalt pontja. Ebbdl mar kovetkezik,
hogy G, izomorf G,-gyel. ' '

94. Ha G az n(3, 3) szamot jellemz8 problémahoz tartozo extrém graf, és G
komplementere G*, akkor G és G* egyarant 5-pontu, egyikiik sem tartalmaz hiarom-
szOget, és mindegyikiikre fp,...=2. Ha egyikiikre fp,. =1 volna, akkor az teljes
5-graf volna, és igy tartalmazna haromszdget. Tehat G-re is és G*-ra is fp,u. =2.
A 17. allitas szerint G-ben is és G*-ban is minden p pontra ¢(p)=2. Minthogy
p-nek G-beli és G*-beli fokosszege 4, mindkét graf minden pontja masodfoka.
Az 1.42 szerint G vagy G* Osszefiiggd. Ennélfogva az 1.36 szerint egyikiik Otszog;
amde egy Otszog komplementere is Otszog.

95. Allitasunkat indirekt tton bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a 6-pont egyszerii
G grafban és G* komplementerében tartalmazott haromszogek egyiittes szama leg-
feljebb 1. Az 1.16. allitas szerint azonban egyikilk tartalmaz hiromszoget; legyen
ez G*. Ennélfogva a haromszdget nem tartalmazé G-ben van 3 fiiggetlen pont.
Tobb fliggetlen pont nem talalhaté G-ben, mert akkor G* tartalmazna teljes 4-grafot,
€s igy két haromszdget is, ellentétben indirekt feltevésiinkkel. Tehat G-re fp,..=3.
Jeloljiik G egy maximalis fiiggetlen ponthalmazat F-fel. Minthogy G minden maxi-
malis fiiggetlen ponthalmaza G*-ban haromszoget feszit, nincs G-ben mas maximalis
fliggetlen ponthalmaz, mint F. Ennélfogva G-nek az F-be nem tartozé pontjai feszi-
tette részgrafjiban van egy {p, q} €l. Minthogy F maximalis, van G-ben p-nek is,
g-nak is F-beli szomszédja. Ha p-nek csak egy F-beli szomszédja volna G-ben, akkor
P €s a vele nem szomszédos F-beli két pont G-nek F-t6l kiilonb6z6 maximalis fiig-
getlen ponthalmazat alkotnd; ¢z azonban Ichetetlen. Ugyanez elmondhatd g-rél is.
Tehat p-nek is, g-nak is van legalibb két F-beli szomszédja G-ben; ennélfogva van
kozos szomszédjuk is, vagyis van G-ben haromszdg, és ez ellentmondas. i

A 82. gyakorlat szerint nem lehet allitani, hogy mindig van a tekintett komplemen-
ter grifokban egyiittesen kett6nél tobb haromszog is.

96. A 189. abraban minden pont foka 4. A 83. gyakorlat allitasa szerint nincs
grafunkban haromszog. Ennélfogva birmely pont 4 szomszédja fiiggetlen pont-
halmazt alkot. Jeldljiik az 4bra peremét alkoté 13-szdget K-val. Abrank szimmetriaja
folytan konnyen belathatd, hogy birmely p pont szomszédjai, a pontok K mentén
vett sorrendjét tekintve, a p-t kovetd 1., 5., 8. és 12. helyen allnak. Tegyiik fel, hogy
van grafunkban 5 fiiggetlen pont, és 5 fiiggetlen pontot egy-egy fekete, a tobbi 8-at
pedig egy-egy fehér korong fed..Két fekete koronggal fedett pont nyilvan nem lehet
szomszédos. Hol helyezkedhetnek el a fehér korongok a feketékhez viszonyitva?
Barmely két fekete korong kozott van egy fc_hér.' (A korongok sorrendjét és szom-
szédossagat K mentén értjiik; két fekete korongot, amelyek kozdtt K egyik ivén
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nincs fekete korong, szomszédosnak mon-
dunk.) Ez 5 fehér korongot igényel. Keres-
silk meg a tobbi 3 fehér korong helyét. E 3
korong nem lehet két szomszédos fekete ko-
z0Ott, mert kiilénben volna olyan fekete, ame-
lyet kovetd 5. korong is fekete volna (246.
abra), és ez ellentmond annak, hogy a fekete
korongok fedte pontok fiiggetlenek. Ennélfog-
va van két olyan — a-val és b-vel jelolt —
fekete korong, hogy kozottik pontosan két
fehér van. Amde ekkor b-nek az a-tdl kii-
16nbozé fekete szomszédja €s b kozott kell
246. dbra lenni még egy fehérnek, mert kiilonben is-

mét az el6bbi lehetetlen helyzet all elé: 247.

abra. Ugyanez elmondhatd, ha b helyett a-t és a helyett b-t mondunk. gy a 13

korong sorrendje adott, de ekkor ismét lehetetlenségre jutunk: 248. 4bra. Ennélfogva
grafunkra fp_..=4.

247. dbra 248. dbra

97. A 83. gyakorlat és a 96. feladat allitasa szerint n(3,5) =13, vagyis n(3,5) = 14.
A 24, allitas szerint viszont

6 5
n(3,5) = [2]%{_2_]_” =15-2+41=14.

Ennélfogva n(3,5) = 14.

A 189. abran lithaté grif ide tartozd extrém graf. Be Iehet latni, hogy mas ide
tartozé extrém graf nincs.

98. Toroljiik a teljes n-graf egy p pontjat a hozza illeszkedd élekkel egyiitt. Az igy
nyert teljes n— l-graf az 5.1. allitds szerint felbonthatd n—2 els6foku faktorra.
Szinezziik egy ilyen felbontas esetén az ugyanabba a faktorba tartozé éleket azo-
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nosra, a kiillonbozokbe tartozdkat pedig kiilonbozdre; majd szinezziik a p-hez illesz-
ked6 éleket mind killonbozére. Az igy szinezett teljes n-graf egyszinii részgrafjanak
minden komponense legfeljebb 3-pontt. Ennélfogva ha n paratlan, akkor

foa() = 3.

Nyilvanvald, hogy f,_.(n) = 2. Tegyiikk fel, hogy valamely paratlan n=3-ra
Ju-1(n) = 2. Ez annyit jelent, hogy lehet a teljes n-graf éleit n—1 szinnel szinezni,
ugy, hogy barmely két azonos szinii élnek se legyen kozos pontja. Ilyen szinezésben
minden ponthoz n—1 szamu kiilénb6z6 szinii €l illeszkedik. Ekkor az ugyanolyan
szin(i élek a teljes n-graf egy clséfokn faktorat alkotjak. Ebbdl azonban kévetkezik,
hogy n nem lehet paratlan. Tehat paratlan n mellett fennall a kovetkez6 is:

f;’l—l(n) = 37

¢és ez a fenti egyenl6tlenséggel egyiitt a kivant egyenldséget adja.

99. Azt kell megmutatnunk, hogy barmely m + k-pontt egyszerii G graf tartalmaz
m hosszisagl utat, vagy G* komplementere tartalmaz k hosszlisagi utat. Jeldljiik
ki e két grafot a T teljes m+ k-grafban éleinek pirosra, ill. kékre szinezésével ugy,
hogy G élei a pirosak, G* élei pedig a kékek legyenek. Azt kell bizonyitanunk, hogy
van T-ben m hosszlisagl piros vagy k hosszlsagu kék at. Ha T minden éle ugyan-
olyan szinfi, akkor van benne m + k — 1 hosszusagt piros vagy kék 1t, és igy allitdsunk
méris bizonyitott. Ha van T-nek piros éle is és kék éle is, akkor van T-nek olyan
T’ részgrafja, amely egy piros és egy vele pontosan egy kozds pontot tartalmazé.
kék utbdl all. Jeloljiink T ilyen 77 részgrafjai és egyszinii utjai kdziil egy legtobb
élt tartalmazét T™-gal; tovabba, ha 7* nem egyszinii, jeldljiik T* piros, ill. kék éleit
tartalmazé utjat L,-gyel, ill. Ly-vel, L; és
L, ko6z6s pontjat pedig p-vel. Ekkor van
Ly-nek is L,-nek is p-t6l kiilonbdzd vég-
pontja; legyenek ilyenek g, ill. ¢,.

Most belatjuk, hogy 7 minden pontja
szerepel T*-ban. Tegyiik fel ugyanis, hogy ' b L2
a T-beli r pont nem szerepel T*-ban. Ha 9
T* egyszinii 1Ut, és egy végpontjit g-val N }
jeldljik, az akér piros, akar kék 7T-beli {r,q} N I
¢l hozzacsatolasa ellentmond T* maxima- e
lis tulajdonsaganak. Ha 7* nem egyszinii, -
akkor maximalis voltabdl kovetkezik, hogy 92
a T-beli {r, g} €l kék, {r, q,} pedig pi- 249. dbra
ros. A 249. abran szemléltetiink; a nem
szaggatott élek pirosak, a szaggatottak kékek. Marmost a T-beli {g;, q»} vagy piros,
vagy kék. Az el6bbi esetben tordljiik T*-nak a g,-hoz illeszkedd kék élét, és vegyiik
hozzd a {qi, go} és {gs, r} éleket. T*-nak ez a mddositasa ellentmond maximalis

O=———q
~
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tulajdonsaganak. Az utobbi esetben hasonléan okoskodhatunk. Ennélfogva L,
hosszat m,-gyel, L, hosszat pedig k,-gyel jeldlve,

m+k = my+1+k,.
Ha nincs T-ben m hosszlisagt piros 1it, akkor T*-ban sincs, tehat m, =m—1, és igy

m+k = m+k,,
vagyis
k =k,
tehit van T*-ban €s igy T-ben is k hosszusaga kék ut.

100. Jeldljiik a feladat feltételeit kielégitd grafok egyikét G-vel, G egy maximalis
fiiggetlen ponthalmazat F-fel és az F-be nem tartozd G-beli pontok halmazat L-lel.
Ekkor F, ill. L pontjainak szama k, ill. n—k. Minthogy F maximdlis, L minden
pontja szomszédos legalabb egy F-beli ponttal. Ennélfogva van F-ben egy legalabb

¢ " . n—k .
——-adfoku pont, mert Kiilonben F pontjaihoz cgyiittesen - -k = n—k-ndl
kevesebb él illeszkednék, és igy volna F-beli ponttal nem szomszédos L-beli pont.
fgy a 17. allitds szerint
n—k
k

= k,

¢és ebbdl adodik a feladatban szereplé egyenldtlenség.

101. Jeloljiik a széban forgo G graf egy maximadlis fiiggetlen ponthalmazat F-fel,
az F-be nem tartozdé G-beli pontok halmazat pedig L-lel. Ekkor F, ill. L pontjainak
szama f, ill. f+d. Minthogy f+d = f, a G graf L feszitette részgrafja tartalmaz
élt; legyen egy ilyen {a,, a,}. Minthogy F maximalis, van a,-nek is, a,-nek is egy-egy
F-beli szomszédja; legyenek ilyenek b,, ill. b,. E két pont kiilonbdz6, mert G nem
tartalmaz hiromszoget. Marmost by-nek és b,-nek sem lehet kozos szomszédja,
mert G nem tartalmaz Otszodget. b, és b, szomszédjai mind L-beliek. Ennélfogva

200 = (b)) +(b) = f+d.
Ebbdl pedig adddik, hogy

A 86. gyakorlat annak igazolasat koveteli, hogy az ott megadott grafok e prob-
lémahoz tartozé extrém grafok.

n
102. Legyen elGszor a széban forgd n-pontd G grafra fp .. =f{-i-' és n = 2f+d

—d
@d=1), azaz [ = 'Lz A 39. allitas szerint

n-f

4 —2 .

1A
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Feltehetjiikk, hogy f=2, mert kiilsnben allitasunk nyilvanvalé. Ha d=1, akkor
a 66. allitas szerint ;

. é§ﬁ+1=["21]+1.

Ha d=1, akkor pedig '

ééﬂ: n(n—d) — n@-2) _ (n—14+1)@m—1-1) _
2 4 = 4 4

=1 —1 (n—1)

— 2 - 7 +

n . .
Most legyen f gz. Jeloljik G egy maximalis fliggetlen ponthalmazat F-fel és

1.

G-nek az F-be nem tartozd pontjai feszitette részgrafjit G,-lal. Legyen

r r n r I3 - .
Gy-ra fé,..=k. Abbdl, hogy ) =/, és igy G, pontjainak n—f szima legfeljebb —;-,

[~

n
adodik, hogy k = —=
BEET5

Jeloljiik ki a G, grifnak cgy maximdélis o L
fliggetlen élhalmazat, és jeldljik Go-nak F 1/0 © 000 O00OGOGCO)
az ebbe tartozé élek végpontjai feszitette :

részgrafjat G,-gyel. Viligos, hogy a P

ponthalmaz, amely G,-nak a G,-be nem

. Minthogy G nem paros graf, van Gy-ban él, azaz k=1.

tartozé pontjaibél all, G,-nak fiiggetlen (oo —_~
ponthalmaza (250. 4bra). A P-beli pontok |~ 1 0 e % |
szama n—f—2k. G, éleinek szama a 40. ’ I ’{ f ‘\ ,’p I
allitas szerint legfeljebb k*. Barmely F-beli 1| \o——=/  ~ 2./ |
" ponthoz legfeljebb k olyan él illeszkedhet, R e ’
amelynek egyik végpontja G,-beli, hiszen 250. dbra

G nem tartalmaz hiromszdget. Marmost

valamennyi G-beli élt szamitdsba vesziink, ha tekintjiik a most emlitetteket, a P-beli
pontokhoz illeszkedSket és a G,-belicket. De vegyiik figyelembe, hogy a 17. allitas
szerint barmely G-beli pont foka legfeljebb /. Ennélfogva

é = fok+ (n—f=2k)f+k* = (n—f)f —k(f—K).
Minthogy 2k =f, a k(f—k) szorzatot csékkcnfhetjiik, ha k-t csokkentjiik, ugyanis:
k=D(f=(k=D) = k(f= ) —(f—2k)—1 < k(f—k).

E csokkentés tovabb folytathatd, hiszen 2(k —1) = f is fennall. Ez azt jelenti, hogy
k(f—k) akkor a legkisebb, ha k=1. Ennélfogva

é=m—f)f—f+1 =f(n—f—-1)+1.
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Az f(n—f—1) szorzat felfoghatoé egy n—l-ponta (f,n—f— 1) graf éleinek szdma-

y ) n—1)2
ként. E szam a 33. feladat megoldasa kapcsan mondottak szerint legfeljebb [T] .
Ennélfogva

._._12

A 87. gyakorlat annak igazolasat koveteli, hogy az ott megadott grafok e prob-
Jémahoz tartozé extrém grafok.

103. Tegyiik fel, hogy a p és g pont szerepel a G graf T) tagjaban is, és T tagjaban
is. Minthogy a tagok osszefiiggd grafok, p-bél g elérhetd T)-ben egy L, T,-ben
pedig egy L, Uttal. Minthogy G egyctlen éle sem szerepelhet két tagban, L, ¢és L,
nem tartalmaz kozds élt. Jarjuk be L,-ct p-bdl indulva, majd folytassuk utunkat
L, mentén. Kell mar érintett pontba jutnunk, ha elobb nem,‘ p-bf{l’l. :‘Ekkor a%o'nbgn
olyan kort is bejarunk, amelynek van g-hoz illeszkedd T;-beli éle is, és T),-beli éle is;
ez viszont lehetetlen.

104. Ha egy grafban van tobbszords él, akkor van benne 2 hosszﬁségﬁ‘, tchz’x}
paros kor is. Ennélfogva szoritkozhatunk arra, hogy a feladat feltételeit kiclégitd
2m+ 1-ponta és 3m+s-€li (s=1) G graf egyszerii. Jeloljiik G egy ligetvazat L'-lel.
A 2.18 szerint L éleinek szama legfeljebb 2m, G L-re vonatkozé kotééleinek szima
legalabb m +s, és legalabb ennyi kor van G-ben. Van G-ben két olya%n K, és K, kor,
amelyeknek van kozos élik, mert kiilonben G éleinek szama legalabb 3(!{14—5) ®
= 3m +3s volna, holott csak 3m +s. Jeloljiink e-vel egy K;-be nem tartozo K._,-bcy
&lt. Létezik a K, kornek e-t is tartalmazo olyan ive, amelynek p és g végpontja Kl-bclj,.
mas pontja azonban nem. (A p, ill. g pont K, -nek eldszor érintett pontja, ]}a e-ro}
indulva mindkét iranyban K, mentén haladunk.) Marmost K;-nek a p ¢és ¢ végpontu
Kkét ive és K,-nek az emlitett ive paronként egy-egy kort ad.
Ha a felsorolt harom iv hossza rendre k;, ks, ill. k3, akkor
az ivparok alkotta korok hossza: ky + ks, ky + ks, ill. ko + kg
Ezek 0Osszhossza 2(k,+k,+ks), vagyis paros, tehat kell
lenni a harom kor kozott parosnak.

Figyelembe véve, hogy egy graf barmely kore-a graf
egyetlen tagjanak részgrafja, addédik, hogy a 67. feladatban
megadott G, grafok k=3 esetén a problémahoz tartozd
extrém grafok (pl. 71 =5-re a 251. dbra). Egy ilyen graf min-
den tagja haromszdg, és igy nem tartalmaz paros kort, és élei-
nek szama 3m, pontjainak szima pedig 3 +(m —1)2=2m + 1.

105. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek G-re a feladat allitasanak feltételei. Ekkor
az 1.23 szerint G tartalmaz legalabb 3 hosszusigu kort. Tehat clegendd flzzal az
esettel foglalkoznunk, amikor G tartalmaz haromszoget; jeloljik 'egy 1lyen.r'1‘ek
pontjait igy: 4y, as, a;. Minthogy G Osszefliggd €s legalabb fi-pontu, fe:ltehletjuk,
hogy el6fordul benne a 252. dbra. Ebben a, nem lehet elvagd pont; ez pedig azt

251. dbra
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* jelenti, hogy ha tordljiik G-bdl a,-et a hozza illeszkedd a3

€lekkel egyiitt, a megmaradt graf még mindig Ssszefiiggd.

Ennélfogva van a torlés utdn nyert grafban az {a,, a5} élt a gs
nem tartalmazé olyan .L 1t, amelynek egyik végpontja

a,, a masik pedig a, vagy a,; feltehetjiik, hogy L két vég-
pontja a, €s a, (a masik esetben hasonldéan okoskodha- a;
tunk). Méarmost L, {a,, a3}, {a;, @} és {ay, a,} egyiitt

G-nek egy legalabb 4 hosszlsagh kore.

106. Ha k=1, €s n paros, akkor a megoldast a 71. allitas szolgaltatja. Ha n parat-
lan, akkor a feltételeket kielégité G graf minden pontjanak foka legfeljebb 1. Ebbdl
kovetkezik, hogy csak akkor lehet G-nek maximalisan sok éle, ha G komponensei
egyetlen izolalt ponttdl eltekintve mind teljes 2-grafok. Tehét k = | mellett minden n-re

S{g-i
e = 2.

Ha k=2 és n oszthaté 3-mal, akkor a megoldast ismét a 71. allitas szolgaltatja.
Tegyiik fel most, hogy » nem oszthaté 3-mal. A 71. allitdsbdl kovetkezik, hogy
ekkor ¢ = n—1. Legyen G ebben az esetben extrém graf. Ha G nem tartalmaz kért,
akkor a 88. gyakorlat kérdésére adott vilasz szerint csillaggraf. Ha G tartalmaz
kért, az csak hdromszég lehet. De G barmely haromszdgébe tartozé pontnak sem
lehet ¢ haromszogbe nem tartozé szomszédja. Most mar lathaté, hogy G kérei
egy-egy komponensét alkotd haromszdgek; ezen kiviil G-nek a 88. gyakorlat szerint
még csak egy csillaggraf alkotta komponense lehet, és — minthogy n nem oszthaté
3-mal — van is. Tehat ha » nem oszthaté 3-mal, akkor

252, dbra

é=n—1;

extrém grafok azok, amelyeknek van egy csillagkomponensiik, ezen kiviil minden
komponensiik haromszog; mas extrém graf nincs.

107. Jeloljiik G legalabb n —2-edfokt 4 pontjat igy: a,, a,, as, a,, a tobbi pontjat
pedig igy: by, by, ... . Legfeljebb két b; pont van, amely nem szomszédos a,-gyel
vagy ap-vel. Tehdt van két b; pont (s6t négy is), amely szomszédos a;-gyel is és
ay-vel is; legyen b, és b, ilyen. Ennélfogva a,, a,, b, €s b, egy G-beli négyszdg pontjai.
A by, by, ... pontok kozdtt legfeljebb ketté van, amely nem szomszédos a;-mal
vagy ag-gyel; tehdt van kozottiik kettS, amely szomszédos az-mal is, és a,-gyel is.
fgy ismét nyeriink egy G-beli négyszoget; ez és az eldbbi G-ben nyilvin pontfiig-
getlenek. :

108. Jeldljiik a széban forgd n-pontit G graf egy minimalis hosszisagi korét
K-val, K hosszat m-mel és G-nek a K-ba nem tartozé pontjai feszitette részgrafjit
Go-lal. A 76. feladat megoldasa kapcsan megallapitottuk, hogy K-nak nem lehet
atléja, €s hogy G, éleinek szima legfeljebb n—m —1; tovibba ha m =5, akkor nem
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lehet K-nak 3-nal kisebb hosszisagl hurja, és igy minden Gy-beli pont legfeljebb-
egy K-beli ponttal szomszédos. Ennélfogva az m =5 esetben :

é=m+m—m—)+n—m=2n—m—1=2n—6

ez pedig kisebb, mint 31 —9, ha n>3; tehat ckkor G nem lehet extrém graf. .
Tehat feltehetjiik, hogy m=4. Ugyancsak a 76. feladat megoldasabdl adodik,

hogy ekkor
é=44+@n—4-1)4+2(n—4) =3n-9,

és itt az é = 3n—9 egyenléség csak akkor allhat, ha G, éleinck szama n—3, ’és.
G, minden pontja pontosan két K-beli ponttal szomszédos. Ebbol maris adddik,
hogy ha n=35, akkor G a 253. abrén lathato (3, 2) graf. Legyen most n =06. A 2.26-bol

253. dabra 254. abra

kovetkezik, hogy G, osszefiiggd. Jeloljik K pontjait bejarasanak sorrcn.djéfjcn igy:
ay, by, a,, by, €s legyen G, egy legnagyobb foku pontja a;, ennek K-beli két szon{-
szédja b, és by, Gy-beli szomszédjai pedig b, by, ... . Han=6, akkor G,-nak az a:,:-tol
kiilonbozd egyetlen by pontja K-nak csak az a, és a, pontjaval lchet. szm’nszedos
(254. 4bra). Ebbél adédik, hogy G egy (3,3) graf: a G = G(4, B) jelolésben A
pontjai az a, pontok, B pontjai pedig a b; pontok lehetnek. '

Ha n=6, akkor ¢(a;) = 2. Most is igaz, hogy i=3 mellett barmely b, pontnak
a K-beli két szomszédja csak a; €s a, lehet. De i=3 mellett egyetlen bi-n'el.c sem lehet
a;-tSl kiilonbozd Go-beli szomszédja, mert ha pl. by-nak ilyen‘c szoms:fe(_i_]a is '\rolna,
akkor egyrészt @(a;) = @ (by) miatt a; -nak is lenne két Gy-beli szoms‘.ﬁed ja; r'nasrészf
conek a K-beli két szomszédja csak by és b, lehetne. Amde ekkor létrejonne két G-beli
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pontfiiggetlen kor: a 255. 4bran vastagon, ill. szaggatottan rajzoltak. fgy az adédik,
hogy a; valamennyi G-beli élnek végpontja, vagyis G, egy csillaggraf; a;-nak a
K-beli két szomszédja b, €s by, i=3 mellett a b, pontoknak pedig a, és a,. G tehat
egy (3, n—3) graf: a G = G(4, B)jeldlésben A '
allhat az a; pontokbdl B pedig a b; pontokbdl.
E grafok nem tartalmaznak haromszoget, és
nincs benniik két pontfiiggetlen kér; hiszen
barmely koriiknek tartalmaznia kell kett6t a
hiarom A-beli pont koziil. A keresett grafok
tehat a (3, n—3) grafok; mas nincs.

109. Az allitast n-re vonatkozd teljes induk-
cidval a kévetkezéképpen igazolhatjuk: A 89.
gyakorlat végrehajtasaval adddik; hogy igaz
az allitds, ha n=4. Legyen most n=4 rog-
zitett, és tegyiik fel, hogy igaz az allitas
n-re; bebizonyitjuk, hogy ekkor igaz n+ 1-re
is. Jeloljiink egy, a feladat allitasanak fel-
tételeit kielégitd n+ 1-pontd extrém grafot
G-vel. A 91. gyakorlat szerint G éleinek szima
legalabb 2(n+1)—4 = 2n—4 4 2.

Ha volna G-nek olyan p pontja, amelynek foka legfeljebb 1, akkor p-nek és az
csctleges hozza illeszkedd élnek a torlésével olyan n-pontu G, griafot nyernénk,
amelyben nincs atlot tartalmazd kor; ennélfogva indukcids feltevésiink szerint
G, €leinek szama legfeljebb 2n—4, és igy G éleinek szama legfeljebb 2n—4+1
volna; ez pedig nem Iehet. ; '

Nem lehet, hogy G minden pontjinak foka legalabb 3, mert akkor G egy leghosz-
szabb L 1tjat véve, abbdl, hogy ennek p végpontja csak L-beli pontokkal lehetne
szomszédos, adédnék, hogy kell lenni G-ben atlét tartalmazé kornek: a 256, abran
szaggatott az atld, vastag a kor.

256, dbra

Tehat feltehetjitk, hogy van G-nek egy masodfokli ¢ pontja. Jeldljik G,-gyel
azt az n-pontt grafot, amelyet G-b6l g-nak és a hozza illeszkedd két élnek torlésével
nyeriink. Nyilvin nincs G;-ben atlét tartalmazé kor. Minthogy G, éleinek szdma
legalabb 2n—4, indukcids feltevésiink szerint G, extrém grif, és éleinek szima
pontosan 2n —4, : , '

Tegyiik fel el6szor, hogy G, nem tartalmaz haromszoget. Ekkor Gy a (2, n—2)

223



graf. Ha n=4, akkor G, négyszog, ésigy a q pont G-ben
csak e négyszog két nem szomszédos pontjaval lehet
szomszédos, tehat ekkor (ahogyan a 253. dbran is lathato
volt) G a (2,3) graf. Ha n=>4, akkor a ¢ pont G-ben
csak a két legalabb 3-adfoku ponttal lehet szomszédos,
mert kiilénben vagy haromszég volna G-ben, vagy atlot
tartalmazo kor: a 257. abran szaggatott az atlo, vastag
a kor. Tehat G a (2, n—1), azaz a (2, n+1—2) gréf.

Most tegyiik fel, hogy G, tartalmaz haromszdget. A g pont G-ben barmely G;-beli
hiromszognek csak egyetlen pontjaval lehet szomszédos. Tehat ha G, izomorf a
191. abra 4-pontu grafjaval, akkor azt kapjuk, hogy G izomorf az ugyanezen dbra
5-pontt grafjaval. G; nem lehet izomorf ez utébbival,
mert akkor kell lenni G-ben atlot tartalmazo kornek:
258. abra.

Ezzel megoldottuk a feladatot.

110. Az &llitast m-re vonatkozd teljes indukciéval a ko-
vetkezbképpen igazolhatjuk: A 89. gyakorlat végrehajta-
saval adddik, hogy igaz az allitds, ha n1=2. Legyen most
m =2 rogzitett, és tegylk fel, hogy igaz az allitas m-re;
bebizonyitjuk, hogy ckkor igaz m+ 1-re is. Jeldljiink egy,
a feladat allitasinak feltételeit kielégitd 2(m 4 1)-ponta 258. dbra
extrém grafot G-vel. A 90. gyakorlat szerint G éleinek
szima legalabb (m+1)? = m*+2m+1. Ha G nem tartalmaz haromszoget, ak-
kor a 40. allitds szerint G csak egy (m+1, m+1) graf lehet.

Tegyiik fel, hogy G minden éle valamely haromszdgének éle. Nem lehet G minden
pontjanak foka legfeljebb 2, mert akkor éleinek szdma legfeljebb 2m+2 <
<= m?-+2m+1 volna. Legyen r 2-nél nagyobb foku G-beli pont, és jeloljik G r-et
tartalmazd egyik haromszogének masik két pontjat p-vel, ill. g-val. Jeloljik G,-lal
azt a 2m-ponta grafot, amelyet G-bél ugy nyerilink, hogy tordljik a p és a g pontot
a hozzajuk illeszkedd élekkel egyiitt. Minthogy ¢ (r) =2, van Gy-ben egy {r, s} ¢l
Nem lehet G-ben két olyan haromszdg, amelynek kozos éle volna, mert akkor volna
G-ben atlét tartalmazé négyszog. Ennélfogva az {r,s} élt tartalmazé hiromszog
G,-beli; jeldljik r-tdl és s-tdl kiillénbdzd pontjat s-vel. Mindenesetre s és ¢ egyike

. sem lehet szomszédos G-ben sem p-vel, sem g-val

q t (259. abra). A p és ¢ pontnak r-en kiviil nem lehet

kozds G-beli szomszédja. Ennélfogva a G,y-ba nem tar-

tozd G-beli élek szama legfeljebb 2m. A G, grifban

r sem lehet 4tldt tartalmazé négyszdg; ennélfogva induk-

cids feltevésiink szerint G, éleinek szama legfeljebb

m?, és igy G éleinek szama legfeljebb m?*+2m, ez pedig
259. dbra lehetetlen.

257. dbra

Most tegyiik fel, hogy van G-nek olyan {a,, b,} éle, amely nem éle egyetlen G-be
haromszdgnek sem. Ekkor ay-nak és bg-nak nem.lehet kozos szomszédja. Jeldljii
G,-gyel azt a 2m-ponti grifot, amelyet G-bdl az a, és b, pontok torlésével nyeriinl
A G,-be nem tartozé G-beli élek szima legfeljebb 2m + 1, és pontosan 2m +1 csa
akkor lehet, ha G-ben minden G,-beli pont szomszédos a,-lal vagy b,-lal. A ¢
grafban sem lehet atlét tartalmazé négyszdg; ennélfogva indukcids feltevésiin
szerint G, éleinek szdma legfeljebb m® :

Ha G, tartalmaz egy H haromszoget, akkor H pontjai kozt kell lenni olyannal
amely nem szomszédos sem a,-lal sem b,-lal, mert kiilénben volna H-nak olyan él
amelynek mindkét végpontja egyikiikkel szomszédos, és igy volna G-ben 4tlét ta
talmazé négyszog. Ennélfogva a G;-be nem tartozé G-beli élek szima legfeljeb
2m, és igy G éleinek szama legfeljebb m2+4-2m,
ez pedig lehetetlen. ' _ b,

Tehat feltehetjlik, hogy G, nem tartalmaz ha-
romszdget. Ekkor G, éleinek szima a 40, allitas
szerint csak Ggy lehet m?, ha G, az(m, m) paros
graf, és igy G éleinek szama csak 1gy lehet
m*+2m+1, ha az m szimu pontbdl 4llé6 A-val
és B-vel megadott G; = G,(4, B) minden pontja 260. dbra
a, ¢és by koziil pontosan az egyikkel szomszédos. '

Ha a, szomszédos az 4-beli a; ponttal is és a B-beli b, ponttal is, akkor a, mas G,-be
¢ ponttal nem lehet szomszédos, mert kiildnben — minthogy ¢ szomszédos a,-gye
vagy b,-gyel — kellene lenni G-ben atlét tartalmazé négyszognek: 260. dbra. Ekko
tehat b, szomszédos valamennyi a,-t3l és b,-t8l kiilonbdz8 Gy-beli ponttal, és ig
— m=2 lévén — szomszédos egy A-beli a,-vel, és egy B-beli b,-vel. Amde ekko

bo . a, a; o . b 2
a,
[ b, ;
b,
dg ' b2 . b’ GI

1261, dbra

a,

az el6bbi okoskodéshoz hasonléan az adddik, hogy b, sem lehet tébb G, -beli pontta

- szomszédos. Tehat G éleinek szama csak tgy lehet m2+2m+1, ha m=2. Ebbs

kialakul a 190. 4brén lathaté 6-ponté graf: 261. abra. Ha tehdt m=2, és G éleinek
szama m*+2m+ 1, akkor a,-nak nem.lehet — mondjuk — A-beli, by-nak pedis
nem lehet B-beli szomszédja. Ebbdl adédik, hogy G egy (m+ 1, m+ 1) graf.

15 Ismerkedés a grifelmélette]l — 52 446
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111. Minthogy csupan két gyufaszalat szabad elmozditanunk, csak a két ,,sarokba’
illeszthetd 2 négyzet szerepelhet még a létrehozandd 4 kozott, vagyis a 4 négyzetnek
a 262. abran lathaté 7 kozil kell kikeriilnie. Minthogy a gyufaszalak szdma 16,

X

| n
l /// _

Y X

262, dabra 263. dbra

és ezeknek 4 négyzet oldalait kell alkotniuk, a létrehozandd négyzetek kézétt nem
szerepelhetnek kdzos oldaltak. Feleltesslink meg a 262. dbranak egy 7-ponti egyszerti
G grafot a kovetkezoképpen: G pontjai a négyzeteknek felelnek meg, és G két pontja

pontosan akkor szomszédos, ha e két pontnak megfe-
‘ ' l ’ lelo két négyzetnek van kozos oldala: 192, abra. En-

nélfogva kell, hogy a létrehozandd négyzeteknek
\ megfelelé pontok G-nek egy fiiggetlen ponthalmazat

| | { alkossak. A 92. gyakorlat .- kérdésére adott valasz

' '— " szerint G-re fp,..=4%, és G-ben csak egyetlen — ott

264. dbra megadott — maximalis fiiggetlen ponthalmaz van.

- Ennek megfeleléen csak a 263. abran vonalkazott

4 négyzet létrehozasardl lehet sz6; és ez csak Ugy lehetséges, ha az dbran az x-szel

jelolt gyufaszalakat az y-nal jelolt helyekre tessziik. Tehat a kérdéses athelyezés

lehetséges, és lényegében (az athelyezett gyufaszilak cseréjétdl eltekintve) csak
egyetlen megoldas van: a 264. abran szemléltetett.

ey i 4 s
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