2. tétel
Az egész szamok gyfirlijének, a racionalis, a valés és a komplex szamok testének kiépitése. Az algebra alaptétele. Masok- ,
harmad- és negyedfoki egyenletek algebrai megoldasea.
2. tétel
Az egész szamok gyiiriijének, a raciondlis, a valds és a komplex szdmok testének kiépitése.
Az algebra alaptétele. Mdsod- , harmad- és negyedfokii egyenletek algebrai megoldisa.

Komglex szimok testének kiépitése:
Az R*=R x R halmazban §sszeadast és szorzést az
@ (a.b)®(c,d)=(a+c,b+d),
() (a,6)®(c,d) = (ac — bd,ad + bc)
eldirasokkal definidlva, bizonyithato, hogy (R*;®,®)test. Legyen az (a,0) alakti elemek halmaza R,. Lattuk,
hogy ((R,;®,®)résztest, amelyre az
(R:0,.8)=(R:+,) (@0)—a)
izomorfizmus teljesiil. Ennek felhasznalasaval a bedgyazast elvégezve kapjuk a komlex szamok (C,+,") testét,
amelynek elemei
(a,b) = (a,0)® (6,0)® (0,1)
z=a+bi

ahol :i* =—1
atbi  (abeR)
alakban irhatdk, ahol i a (0,1) jele.
Az igy kapott (C;+,") testet nevezzilk a komplex szdmok testének, elemeit pedig komplex szamoknak.
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A komplex szamok fogalmat tisztan algebrai eszk6zokkel alakitottuk ki. Tovabba az i szam sem egy ,,
titokzatos™ , képzetes szam” ebben a tirgyalasban.
A komplex szamok (1) dsszeadasanak definicioja kézenfekvd. A (2) alatti szorzas azonban egyaltalin nem az. A
komplex szdmok geometriai szemléletes bevezetése felvilagositist nyujt arra is, hogy miért definidljuk a szorzast
éppen igy. Célunk ugyanis az (1) alatti 6sszeadis mellett egy olyan szorzas bevezetése, amelyekkel az (a,b)
szamparok halmaza test. Ezért a testre érvényes azonossagok miatt sziikségképpen teljesiilnie kell a
kovetkezoknek:

(@,5)® (c,d) = (a + b(0,1))® (¢, d(0,1)) = ac + (ad + be)(0,1) + bd(0,1)%.
Tétel: A val6s szamok R halmazahoz megadhat6 olyan C halmaz, amelyre teljesiilnek a kovetkezok:
C tartalmazza R-et;
a C-ben értelmezett miiveletek az R-beli miiveletek kiterjesztései;
a C kommutativ test;
C-ben van olyan i sz4m, amelyre i*=-1;
C-nek minden eleme a+bi alaky, ahol g, b €R;

6. C egyetlen valédi részhalmazanak sincs meg az el6bbi 1-5. tulajdonsagok mindegyike.
Tétel: A komplex szadmok teste nem elrendezhetd.
Def:: A (G;) elrendezhet, ha a G-nek van G” pozitivitastartomanya .
Komplex szimok additiv inverze: -z=-a-bi
Ha z # 0, akkor multipikativ inverze: ,» _ ! _ g-biz alakban irhat6 fel.
z a +b
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Definicié: A z=a+bi komplex szdm konjugdltjin, amit z jelol, a z=a—bi komplex szdmot értjik.

A z komplex szamra teljesiilnek: Z = 2,
z=z<>zeR
Definici6: A z=a+bi komplex szim abszol6t értéken amit |7] — e/ jeliiliink, a

ld=+va* +b*,(z0) értéket érjiik.
Komplex szdm trigonometrikus alakja: z = r(COS(p +isin go)

r=va’ +b* =|7

'Komplex szamok hatvinyozasa:

Tétel: (Moivre — képlet). A trigonometriai alakban adott z = r{cos ¢ + isin ¢) komplex szam k-adik hatavanya:

z¥ = ¥ (coske + isin k@), ahol k tetszés szerinti egész szam.
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harmad- ¢és negyedfokd egyenletek algebrai megoldésa.
A klasszikus algebra alaptétele igy fogaimazhato meg:
Tétel: Minden legalabb elséfokd komplex egyiitthatés egyismeretlenes algebrai egyenletnek van megoldasa
(gyoke) a komplex szamok testén.
Ruffini-Abel tétel: A komplex egyiitthatés 6t6d- vagy magasabb foki egyenletekre nem lehet gyokképletet
adni, azaz ezek az egyenletek algebrai médszerekkel altalaban nem oldhatok meg.
Ruffini — Abel tétel kovetkezménye: Minden (= 5) természetes szdm esetén van olyan n-edfokd
komplex egyiitthatos egyenlet, amelynek nincs gyokképlete, azaz nem oldhaté meg algebrai iton.
Tétel: Az n-edfoki komplex egyiitthatés polinomnak legfeljebb n kiilonbdz6, multiplicitassal szamolva pedig
pontosan n zérushelye van.

Misodfokii egyenletek algebrai megolddsa:
Az 4ltaldnos mésodfokua egyenlet

ax* +ax+a,= 0,(0,. eCia, # U)
alakpan veneto fel, vagy anogyan Kozepiskolaban megszokiuk:
6)) ax* +bx+c=0 (a,b,ceC;a+0).
Tudjuk, hogy a komplex szdmok testében ennek az egyenletnek mindig van megoldésa (a klasszikus algebra
alaptétele miatt). Legyen a z komplex szdm megoldasa (1)-nek, azaz
az’ +bz+c=0.
Mivel a # 0, a-val osztva, majd a bal oldalon teljes négyzetet kialakitva, a kovetkez6t kapjuk:
(., bY) b L

\""2a) a4

— 0N
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Ebbél:
z 5 .
( s __l?__\ - b” —4ac ,sigva -1 b megegvezik a b —4ac komplex szadm két négyzetgyoke koziil az
k 2a ) 44> 2a 4q*
egyikkel.
Ezzel megmutattuk, hogy az (1) egyenlet gyokei csak a
2 2
o) 5O HE ou és z, = ~b=Vb" ~44c yomplex szamok lehetnek.
2a 2a
Az hogy a tekintett z; és z, kielégiti az (1) egyenletet, pontosan az jelenti, hogy
b é C
Z Fzy =—— S 2525 =
a
Tétel: A komplex egyiitthatés ax’+bx-+c=0 (a # ()) mdsodfoku egyenlet mindig megoldhaté algebrailag, gyokeit
al; = —bivb —4ac "sz“‘“ gybkképlet adja meg.
i a

A valés egyiitthatés ax*+bx+c=0 (a # O) masodfoki egyenlet akkor és csakis akkor oldhaté meg a valds szdmok
testében, ha b —4ac > 0.

A D = p* —4ac kifejezést az (1) egyenlet diszkrimindnsdnak (,,megkiilonbodztetd, eldontd) nevezziik.

A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliiggés alapjan

2
D=b*>-4ac= a{%—&%) = az[(z]zz)2 ——42122]= a*(z, - z,).

Az (1) egyenlet két gySke akkor és csak akkor egyenld, ha D=0.

Harmadfoku egyenletek algebrai megoldasa:
Az 4ltalanos harmadfoki egyenlet

1  ax’+ax*+ax+a=0 (a eC;a,#0)
Tétel: A komplex egyiitthatos x* + px+ ¢ = 0 harmadfoku egyenlet mindig megoldhato algebrailag, gySkeit a

(i70,1,2)

gyokképlet szolgalja, ahol a két kobgyok ugy valaszthaté meg, hogy szorzatuk _P legyen. Ezt a gyokképletet
3
Cardano-féle formulanak nevezziik.




2. tétel
Az egész szamok gyiriijének, a raciondlis, a val6s és a komplex szamok testének kiépitése. Az algebra alaptétele. Masok-,
harmad- ¢s negyedfoku egyenletek algebrai megoldasa.
Mivel a komplex szamok kobgyokeit altaldban trigonometrikus alakban szdmithatjuk ki, és ez tobbnyire csak
kozelitd pontossaggal végezhetd el, a Cardano-féle képlet altaldban csak kozelitd pontossaggal adja meg az
egyenlet gyokeit.
A x* + px+q =0 egyenletnek akkor ¢€s csak akkor van tobbszords gyoke, ha
2,=2,,2, = 2,,2, =z, Kozl legalabb az egyik teljesiil.

Ez azt jelenti, hogy az

U 4V, = €U +EV U +V, = U +EV,,E- U +EVE U + 8V,
koziil legalabb az egyik igaz. Ezek atrendezéssel igy irhatok:

(1- &, = 6> — 1, (- )u, = (6=, (6~ %), = (6~ "I,

ahonnan :

u, = v, &% =v,u =v,.
Ezek mindegyikébdl kobre emeléssel ,? = »? adodik. Ez pontosan azt jelenti, hogy a masodfoku rezolvens gyokei
egyenlok, ami — mint tudjuk — azzal ekvivalens, hogy

(48] -~

A kés6bbiek kedvéért vezessiik be a kovetkezo jeldlést és elnevezést. A

2 3
D=-1 0!{(%] +(~§J ] kifejezést a x* + px + g = Oegyenlet

diszkriminansinak nevezziik. Az elbbiek alapjén érvényes tehét a kovetkez6 allités:
A x* + px+g =0 egyenletnek akkor és csak akkor van t6bbszors gydke, ha diszkriminansa zérus.
Harom esetet kiilonboztetiink meg:
a) haD<0
egy vald és két komplex gydk van
b) haD=0
mindharom gytke valds, és koziiliik legalabb kettd egyenld.
¢) haD>0
a x* + px+q = 0 alatti valds egylitthatés harmadfokii egyenletnek harom kiilonb6z6 valos gydke van.
Negvedfoku egyenletek:
A negyedfoki komplex egylitthatés egyenletek dltaldnos alakja:
ax* +ax’+a,x* +ax+a, =0 (a, eC;a, 20)
Végezziik el az x=y+c behelyettesitést, ahol ¢ egyelbre nem meghatarozott konstans, értékét késébb alkalmasan
vélasztjuk meg. Ekkor:
¢9) a<,(y+c)4 +a,(y+c)’ +a,(y+¢)’ +a,(y+¢)’ +a, =0
A hatvanyozas elvégzése utan rendezzilk az egyenlet bal oldalat y csokkend hatvanya szerint:
a,y* +(4a,c+a)y’ + (6006‘2 +3a,c+a, )yz +(4a003 +3a,c* +2a,c+a, )y-!—

+a,ct +a,c® +a,c* +a,c+a, =0.

Valasszunk most mar c-t igy, hogy 4a,c +a, = 0 legyen, ahonnan ¢ = 4 Az kaptuk tehat, hogy az (1)
4a,

egyenlet x = y — & helyettesitéssel, valamint a,-val valo osztds utén az y4 + py2 +qy+r =0alaku
9y

negyedfoku egyenlethez vezet. Az y helyett ismét x-et bevezetve, elegendd tehat az x* + px® +gx +r = Qalaku
komplex egyiitthatos egyenlettel foglalkoznunk.
x* + px® +qre+r=(x* +ax+b)(x* —ax+c).
Ehhez sziikséges és elégséges, hogy az egyiitthatokra teljesiiljenek a

b+c-a* =p,

a(c = b) =4,

bec=r.

egyenletek, ahol p,q,r adott komplex szdmok, a,b,c pedig ismeretlenek. Célunk az a,b,c szamok meghatarozéasa.
E harom egyenlet koziil az elsé kett6 igy irhatd:




2. tétel

Az egész szamok gyfiriijének, a racionalis, a val6s és a komplex szdmok testének kiépitése. Az algebra alaptétele. Masok-,
harmad- és negyedfoku egyenletek algebrai megoldéasa.

c+b=p+a’,
c-b=1,
a
Ezekbdl:
b= %[az +p- fl_)’c = _;_(az +p+ i]_) adédik. Ezeket helyettesitjiik be a bc =r —be, s mindjart
a a
szorozzuk meg az egyenlet 4a” -tel, ekkor a kovetkezt kapjuk: (a3 + pa— ar3 +ap+ q) = 4ra”, azaz
a® +2pa* + (p2 - 4r)a2 —g?* =0. [rjunk a* helyére y-t, akkor a kovetkezé harmadfoku egyenletet kapjuk:
¥ +2py* +(p* —4r)y—q* =0(ezt az egyenlet a x* + px® + qx +r = O egyenlet harmadfoku rezolvensének
nevezziik. Amint tudjuk, ez a harmadfoku egyenlet algebrailag megoldhatd. Legyenek gydkei y,,y,, ;.
a® +2pa* + (p2 - 4r}12 —g* = 0 egyenlet gyokei tehat:
Ay =EV, 05, =2 Y;5,056 =2 Y; -
b= l(az +p- 1} c= é—(az +p+ .q-) alapjan b-t és c-t kiszamoljuk. Az igy kapott a,b,c értékek
2 a a
segitségével felirt
X +ax+b=0,
¥ —ax+c=0
masodfokii egyenlet gyokei adjak a x* + px* + gx +r = 0 negyedfoku egyenlet gyokeit.




