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1. tétel

Szamelméleti alapfogalmak, a szaimelmélet alaptétele. A primszamelmélet
elemei. A kongruencia fogalma, maradékosztalyok, Euler-Fermat-tétel.
Linearis és magasabb fokia algebrai kongruenciak. Binom kongruenciak,
kvadratikus kongruenciak.

A szamelmémet az egész szamok gylir(ijével foglalkozik. A ( Z, +, - ) integritastartoméany ( =
egységelemes, zérusosztomentes kommutativ gylr(i ).
Gytiri = ( H, +, - ) gylir, ha a ( H, + ) kommutativ csoport ( =asszociativ és invertalhato ) és
(H, - ) félcsoport ( =asszociativ ) és ,, - 7 disztributiv a ,, + 7 —ra. Kiilonb6z6 fogalmak vannak
értelmezve benne.
1. abszolutérték

x,haxe N

xeZ, Ix|=
x,haxeZ/N

lat+bl< lal+ |b]

la-bl=lal-|b]
2. relaci6é
a,beZ,a<h:

- haaeZ be N=>a<b
beZ acN=>b<a
- haa, b € Z = az a kisebb, amelyiknek az abszolutértéke a nagyobb

Rendezési relacio
0 C H x H rendezési relacio, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv
Jele:a < b

Részben rendezett halmaz

H = & és H-n értelmezve van egy rendezési relacié = H-t részben rendezett halmaznak
nevezziik.

(jol rendezett halmaz, ha minden nem tires részhalmazanak van legkisebb eleme )

A (Z, <) nem jol rendezett, de rendezett halmaz.

Maradékes osztas tétele
¥ a, b (20) € Z szamokhoz egyértelmiien létezik q, r € Z, hogya=bq +r, ahol 0 <r < |b]|

| S~

osztandé oszté6 hinyados  maradék

r a legkisebb nemnegativ maradék

Euklideszi algoritmus
Adottak a, b (#0) € Z szamok, a maradékos osztas tétele szerint

a=bq, +r1,,ah0l 0<r,< |b]
- har, #0=b ésr, egészekre a maradékos osztast elvégezve
b=r,q, +r,,ah0l0<r, <1,
Hasonloan folytatva a maradékos osztasokat a kovetkez6 un. euklideszi algoritmust kapjuk.
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Tétel: r, =ax+by —p 1, felirhato a és b linearis kombinaciojaként.

Oszthatésag
Def: Az a egész szam osztOja a b egész szamnak, ha az ax = b egyenlet megoldhaté Z-ben.
a b, tagadésa a-{'b

b az a egész szamu tobbszorise
Az oszthatdsag binér relacio.
Tétel: Z-ben az oszthatoségi relacio
a) reflexiv a la
b) nem szimmetrikus a lbpbla
¢) nem antiszimmetrikus
d) tranzitiva}b,b‘c:»afc
Tétel: Barmely a, b, ¢c € Z-re
1. haalbésalc=alb+c  additiv tulajdonsag
2. haalbéscld=aclbd multiplikativ tulajdonsag
A 0 csak onmaganak osztoja, de a nullat barmely szam osztja.

Legnagyobb kozds osztd
Def: Az a és b (20) egész szamok legnagyobb kozos osztdjanak neveziink egy d egész

szamot, ha
1. dkozos oszto, azazd |aésd|b
2. d a kozos osztok koziil a legnagyobb, azaz d’ lagsd Ib=>d |d
Jele: (a,b)=d
Tétel: Ha a, b nem mindkettd0, akkor 3 legnagyobb kozos oszto, el6jeltol eltekintve
egyértelmiien meghatarozott.
Tétel: Barmely a, b (20), ¢ € N igazak a kovetkezd tulajdonsagok:

1.(a,b)=(b,a) kommutativ

2.((a,b),c)=(a,(b,c)) asszociativ

3.(b,b)=Db idempotens

4.(a,b)c=(ac,bc) hac#0

5.(a,b)=b<bla elnyelés

6.(a,b)=(a+kb,b), ahol ke Z
Tétel: Barmely a, b (#0) € Nigaz, hogy

a b

(a,b)” (a,b)
Def: Legyen a, b(20) € Z és m € Z. Azt mondjuk, hogy a és b egészek legkisebb kozos
tobbszorose az az m egeész,
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1. m kozos tobbszoros, azaz a lmAb|m,

2 m kozos tobbszorosok koziil a legkisebb, ha 3m’ € Z, hogy a lm> Ablm =>m|m’
Jele: [a, b]
Tétel: Ha a, b € Z/ {O} egészeknek 3 legkisebb kozos tobbszorose, azaz az asszocialtsag

erejéig egyértelmiien meghatarozott.
Tétel: V a, b, c € Z" igazak az alabbi tulajdonsagok:
la,5]= 5, a] kommutativ
: [[a, b} c] =|alb, c]  asszociativ
o a1
[a.2]

[a.5]

= a] idempotens
¢ = [ac, bc]

=b<>alb elnyelés

oA W

Tétel: Barmely a, b € Z* -nak van legkisebb kozos tobbszorose

_ ab
)

Irreducibilis és primszamok
Faktorizacio: Ha egy egész szamot 2 egész szam szorzatara bontjuk, akkor faktorizalasrol
beszéliink.

Def: A 0-tol és +1-t8l kiilonbozd p egész szamot irreducibilisnek ( felbonthatatlannak )
nevezziik, ha nincs valodi osztoja ( faktorizacioja ). Ellenkez6 esetben p reducibilis.

Def: A 0-tol és a +1-t81 kiilonbozd p egész szamot primnek nevezziik, ha az valahanyszor
osztdja egy szorzatnak, mindannyiszor osztoja a szorzat legalabb egyik tényezdjének.
(azaza,be Z,plab, depzl’a:)pib)

Tétel: A ( Z, +, -) integritastartomanyban az irreducibilis egészek ¢s a primek megegyeznek.

( azaz a p egész szam <> irreducibilis, ha prim )

A szamelmélet alaptétele
Minden 0, +1-t6l kiilonbozd egész szam sorrendtSl és egységtényezOkent eltekintve

egyértelmiien allithaté elé véges sok primszam szorzataként, ahol primszamokon a pozitiv
primeket értjiik és az egytényezds szorzat is megengedett.

Kovetkezménye a kanonikus felbontas.

neN;p=22=>n=py -py* -...-py o, =1

Tétel: Ha n > 2 természetes szamnak nincs +/7 -nél nem nagyobb osztéja, akkor n primszam,
azaz minden Osszetett természetes szamnak van négyzetgySkénél nem nagyobb
primosztdja.

Nevezetes primek

Def: Ha egy n pozitiv egész osszetett és kielégiti azn| (2"~ 1), azaz 2" = 1 (mod n),

akkor pszeudoprim ( szdma végtelen ) szamnak nevezzik.
Tétel: Ha n egy pszeudoprim szam, akkor 2" is pszeudoprim.

Tétel: Ha n > 0 természetes szam és F_, = 2% + 1 nem prim, akkor pszeudoprim. F,
Fermat-szam, n =0, 1, 2, 3, 4-re prim!
Tétel: Legyen p > 2 egy primszam. Ekkor M, =27 - 1 vagy prim vagy pszeudoprim. M

Mersenne-szim. M, M,, M, M, primek, M, nem!
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Ma 34 darab ilyen primet ismeriink. Szitkséges, de nem elégséges, hogy p prim.
Pszeudoprimek: n € Z", (a, n ) =1 n Osszetett
n—-1

nla™ -1

ha a Mersenne és Fermat szamok nem primek, akkor a = 2-re pszeudoprimek.

A primek végtelensége

Tétel: A primszamok szama végtelen.

Tétel: Dirichlet
Végtelen sok 4k + 1 és 4k — 1 alak( primszam van.

Tétel: Megadhato két pozitiv valos szam ¢, ¢, Gigy, hogy az n-nél nem nagyobb primszamok
reciprokosszegére, ha n elég nagy

c, log (logn)< Z—l— <c, log(logn)

p<n
U
aszimmetrikus egyenlOség is igaz: Z 1. log (logn)

psn

Tétel: Bertrand posztolatum
Ha n egész szam és n > 1, akkor az (n, 2n) nyilt intervallum tartalmaz legalabb egy
primet.

Tzolalt primek: sem el6tte, sem utana nincs prim.

Kongruenciak
Def: Legyen a, b, m € Z, ahol m rogzitett. Az a egész szamot kongruensnek nevezzik b-vel

az m modulusra nézve, ham|(a-b)

Jelolés: a=b (mod m)
_, =" reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv ( ekvivalenciarelacio ), additiv, multiplikativ
Tétel: Barmely a, b, ¢, d € Z-re igazak a kovetkez tulajdonsagok:

1. a=a(modm) reflexiv

2. haa=b(modm)=>b=a(modm) szimmetrikus

3. haa=b(modm)ésb=c(modm)=a=c(modm) tranzitiv

4 haa=b(modm)ésc=d(mod m)= a+c=b+d(modm) additiv és

a-c=b-d(mod m) multiplikativ

Tehat a kongruencia kongruenciarelacié ( Z, +, - ) integritastartoméanyon, struktaran.

Tétel: Barmely egész szamra igaz, a,b,ce€Z
1. haa=b(modm)ésm, |lm=a=b(modm,)

(m,c) )

3. haa=b(modm, )és a=b(modm, )=>a=b(mod [m,m,])

Maradékosztilyok ( kongruencia szerint )

Def: A kongruenciarelacié a ( Z, +, - ) integritastartomany kompatibilis osztalyozasat adja.
Egy osztalyba tartoznak azok az a és b egészek, melyekrea =b ( mod m ) igaz, azaz m-
mel osztva ugyanazt a legkisebb nemnegativ maradékot adjak.

Az ilyen osztalyokat modulo m maradékosztilyoknak nevezzikk. Az osztalyok
halmazat modulo m faktorhalmaznak nevezzik.

Def: Azokat a modulo m maradékosztalyokat, amelyeknek az elemei m-hez relativ primek,
redukilt maradékosztalyoknak nevezziik. Szama @(m)

2. haa-c=b-c(modm)=a=b(mod i
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o(m) =1, ham=1és ham> 1, akkor o(m)=0, 1, 2, ..., m — 1 kozill a relativ primek
szama.
Jele: P(m)
Redukalt reprezentians rendszer
Pontosan egy reprezentanst valasztunk ki minden modulo m maradékosztalybol
1, ha m = 1 Euler-féle ¢ fiiggvény

o:N/ {O} — N, o(m) =
k,ham=>2
Tétel: Euler-Fermat-tétel
HaaeZés(am)=1=2a"" =1(modm)
Tétel: Kis Fermat-tétel
Legyen p prim. Ha(p,a)=1=a?" =1 (modp)vagya’” =a(modp)
A(Z/,,,+,-) faktorstruktiraban az osszeadas és a szorzas miveletek a kovetkezOk:
1. a+b=a+b ,ahol a, ZEZ/(,”)
2. a-b=a-b ,ahola,beZl,
Tétel: A (Z/,,,+, - ) struktira egységelemes kommutativ gyird.
Tétel: A(Z/,,,+;-) <> test, ha m prim.

Tétel: Wilson-tétel
Az m >2 egész szam <> prim, ha (m-1)!=-1 (modm)
Algebrai kongruencidk
Def: Legyen f(x) modulo m n-edfokd ( n > 1) egész egyiitthatos polinom.
Az f{x) = 0 ( mod m ) kongruencidt n-edfokid egyismeretlenes algebrai
kongruencidnak nevezziik, ha f{x,) = 0 ( mod m ) és ha x, megoldas, akkor ;c;
maradékosztaly minden eleme is megoldas.
Def: Linearis kongruencia
Az a - x = b ( mod m ) algebrai kongruencity ahol a = 0 ( mod m ) linearis
kongruencianak nevezzik.
Tétel: Az a - x =b (mod m ) lineéris kongruencia <> oldhaté meg, ha (a, m)=d | b, tovabba
ha megoldhaté, akkor az inkongruens megoldasok szama: d. Ha x, egy megoldas,
akkor az 6sszes inkongruens megoldas.

X, X, + —g,xo +2—’:7, X, T (d- 1)%
Tétel: Kinai maradéktétel
Haaza,x=b, (modm)
a,x=b, (modm)
a,x=b, (modm),ahol n> 1 linearis kongruenciarendszerben az m,, m,,
..., m  modulusok paronként relativ primek, tovabb4 (a;,, m, )= 1 minden 1 <
i < n-re = tetszbleges b, egészek esetén megoldhatd €s a megoldas modulo

[m My, ..., m ,Z'-re nézve egyértelmil.
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Magasabb foki kongruencidk
Azf(x)=a x" +a,,x"" +.. +ax+a,=0(modm) n-edfokil kongruencia redukcios
eljarassal oldhat6 meg: - egyiitthatok redukcidja
- modulus redukcidja
- fokszam redukcidja — prim modulus esetén
Tétel: Fokszam tétel
Az f(x) = 0 ( mod p ) primmoduludd n.edfoki kongruencianak legfeljebb n
inkongruens megoldésa van. Soha nem lehet tobb megoldasa mint foka!

Binom kongruenciak

Def: Az ax* =b ( mod m ) kongruenciét, ahol a0 (mod m)ésk € N", k-adfoka binom
kongruencidnak nevezzik.

Def: Rend
Legyen (a, p ) =1 és p prim. Azt a legkisebb pozitiv k egész szdmot, melyre at =1
( mod p ) azt az egész szam rendjének nevezzik ( mod p).

Tétel: Ha a=b (mod p ) és a rendje k modulo p, akkor b rendje is k modulo p.

Def: A g egész szamot primitiv gybknek nevezziik modulo p, ha (g, p )=1ésgrendjep—1

modulo p.

Def: Index ( diszkrét logaritmus )
Legyen g primitiv gyok modulo p és (2, p)=1. Az a egész szam g alap modulo p
indexének nevezziik és ind _ a-val jeloljik azt a legkisebb természetes szamot, melyre

ind,a

* =a(modp).
Tétel: Legyenek g és q primitiv gyokok modulo p, tovabba legyen (a, p ) =( b,p)=1léske
N. Ekkor
a) ind,(ab)=ind '+ ind b (modp-1)
b) ind,a* =k-ind,a (modp-1)
c¢) ind ,a=(ind a)(ind,q) (modp-1)
Tétel: Azx* =a(modp) ( p / a) kongruencia akkor és csak akkor oldhato meg, ha
(k,p-1)lind, a,
vagy ami ezzel ekvivalens, ha
p-1
a®?P =1 (modp).
Tétel: Azx”> =a(modp)(p Y a, p > 2) kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, azaz,
a akkor és csak akkor kvadratikus maradék modulo p, ha
r1
a? =1(modp),
vagy ami ezzel ekvivalens, ha
2] ing . a,

ahol g primitiv gyok modulo p. ha megoldhaté, akkor az inkongruens megoldasok
szama 2.
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Tétel: Euler-lemma
Legyenp>2¢és pYa. Ekkor
1 ( mod p ), ha a kvadratikus maradék modulo p,
E
a =
-1 (mod p ), ha a nem kvadratikus maradék modulo p.

Tétel: Legrende-szimbolum
Legyen p > 2 prim €s p Ya. Ekkor az
1, ha a kvadratikus maradék modulo p,
p

Egyenloséggel definialt (

-1, ha a nem kvadratikus maradék modulo p

a , . .
——j szamot Legrende-szimbolumnak nevezzik.
p

Tétel: Gauss-lemma
Legyenp>2¢és p/a. Tekintsik az
-1
2
szamot modulo p vett legkisebb pozitiv maradékait. Legyen ezek kozott m darab,

a,2&3a,-..,p a

amely nagyobb, mint —121 Ekkor

(9—] = (D",
p

Azaz m paritasa mar meghatérozza az a kvadratikus karakterét.




