11, Az algebrai miivelet és algebrai struktirak, csoport, részcsoport, normaleszték, ciklikus csoport
tulajdonsagai, kiilsé és belsé direkt szorzat, véges Abel- csoport alaptétele.

Def: Ha A#0 halmazon algebrai miivelet van értelmezve, akkor A-t algebrai struktiiranak nevezziik.
Jelolése: <A, F>

Def: Legyen <G, -> algebrai struktira, ahol - binér algerbrai miivelet. Ezt a struktirat csoportnak nevezziik,
ha teljesiilnek a kévetkez6 axiomak:

1.(ab)c=a(bc) minden a,b,c€G

2 létezik 1€g, 1-a=a-1=a (neutralis elem)

3.minden a€G, létezik a'€G, a"-a=a-a'=1

Ha igaz, hogy ab=ba, minden a,b€G, akkor G-t kommutativ vagy Abel- csoportnak nevezzik.

Def: A csoport alaphalmazanak szamossagat a csoport rendjének nevezziik. Jelolése: | |G |
Ha a csoport véges sok elembdl all, akkor a csoportot véges csoportnak nevezzilk, ellenkezd
esetben végtelen.

Tétel: A csoport egységeleme és az elem inverze egyértelmiien meghatarozott
Tétel: A csoportban érvényes az egyszeriisitési szabaly (azaz ab=ac — b=c)
Def: Legyen H a G csoport részcsoportja. Ha H a G-beli csoportmiiveletre nézve csoportot
alkot,akkor H-t a G csoport részcsoportjanaknevezziik. Minden csoportban maga a G és az
egységelembdl all6 halmaz részcsoport.
Tulajdonsagai:
1. a(bc)=(ab)c minden a,b,c€EG
2. létezik 1€G la=al=a
3. minden a€G létezik a'€G aa'=a'a=1
4. ab=ba minden a,b,c€G
Def: Legyen H a G részcsoportja €s g€G, ekkor gH={g'h | heH}, He=={h'g | 2€G}. A gH-t a csoport
baloldali, a Hg-t a csoport jobboldali mellékosztalyanak nevezziik. A g a mellékosztaly reprezentinsa.

Tétel: Mellékosztalyok tulajdonsagai:
1, ha g€G, akkor gH=H
2, minden h,g€H, akkor l gH’ = f hHI (mellékosztalyok szamossaga megegyezik)
3, Minden g€G-hez létezik olyan mellékosztaly, amely tartalmazza gt
4. A mellékosztaly figetlen a reprezentans kivalasztasatol
5, Két mellékosztaly vagy egybeesik vagy metszetilk tireshalmaz.

Def: A mellékosztalyok szamat A G=H+a;H+a,H+..+a,H felbontasban a H részcsoport bal oldali indexének
nevezzik.

Tétel. (Lagrange): Véges csoportban a részcsoport rendje és indexe osztja a csoport rendjét.

Tétel: A G nem iires H halmaza akkor és csak akkor részcsoportja G- nek ha telj a kovetkez6 tulajdonsagok :
1.1€H
2. minden a€H, a'€H
3.minden a,b€H, ab€H

Def: A G csoport H részcsoportjat, A G norméaloszt6janak nevezziik , ha g-H=H-g minden g€G.

Tétel. A kett6 indexii részcsoport normaloszto.

Tétel: Normalosztok metszete is normaloszté

Def: Az egy elemmel generalt csoportot ciklikus csoportnak nevezzik

Def: Minden ciklikus csoport Abel. Csoport.

Tétel: Minden véges csoport esetén barmely elem rendje osztja a csoport rendjét; ha a csoport rendje prim,
akkor a csoport ciklikus

Def: A (1;, 1,,.. 1)) ciklusban 1évd elemek t szamat a ciklus hosszinak nevezziik.



Def: A 2 hosszusagu ciklust transzpozicionak nevezziik.
Def. Ciklikus csoport barmely részcsoportja ciklikus.
Véges Abel- csoportok alaptétele: Véges Abel- csoport ciklikus p- részcsoportok direkt szorzataként
allithato eld
Def: Legyen A, B a G részcsoportja. A G az A, B részcsoportjanak direkszorzata,ha
1, G=<AB>
2, ANB ={1}
3, A,B normalosztéja G-nek

Def: Az <R+, -> algebrai struktiirat gyiiriinek nevezziik, ha teljesiilnek a kévetkezd tulajdonsagok:
L 1, at(b+c)= (atb)+c minden a, b,c €R
2, létezik 0€R O+a=a+0=a minden a€R
3, minden a€R létezik —a a+(-a)=(-a)+a=0
4, at+b=b+a minden a, b€R

H.1, a(bc)=(ab)c minden a,b,c €R
2, (a+b)c=actbc minden a,b,c €R
a(b+c)=act+bc
3, létezik 1 €R 1la=al=a minden a €R
4 ab=ba

Def® R’ részgyiiriinek nevezziik, ha maga is gyiirii az R miiveletének R’ —re val6 leszikitésére nézve.
Tétel: R akkor és csak akkor részgyiiriije R-nak ha

1, atb €R’ minden a,b€R’

2, ab€R’ minden a,b €R’

3,0€R’

4, -a€R’ minden a €R’

Tétel: A gyhr(i egységeinek halmaza multiplikativ csoportot alkot.

Def: Az R gyiirii I nem iires részhalmazat idedlnak nevezziik ha a,b€l, r€R
1,atb €l
-a€l a-b€l
0€l
2,1a,ar €l

Tétel.: vannak olyan részgyiiriik, melyek nem idealok
Trivialis idealok: R, {0}




