Definiciok és jelolések [szeriessic

A matrix vizszintes vonalban elhelyezkedd elemei sorokat, fiiggbleges vonalban
elhelyezked6 elemei oszlopokat alkotnak. Egy m sorbol és # oszlopbol allé métrixot m-szer n
matrixnak nevezik (irva: m»n), az m és n pozitiv egész szamok a matrix dimenziéi. A matrix
dimenzidit mindig eldszdr a sorok szamdval majd azt kovetden az oszlopok szamaval adjik
meg. Az 4 métrix jelolése:
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A matrixnak az /-edik soraban és j-edik oszlopdban 1évé elemét a matrix 7,/-edik elemének
nevezik, jelolése A;j vagy A[i/]. Mindig eloszor a sorszdm, majd az oszlopszdm szerepel.

Az m » n méretli métrixot gyakran igy jelslik: A= (‘I‘i-.i)mx'ﬂ, amadtrix minden A4[i,f]
elemét g;-vel jelolik, ahol 1 <7 <més 1 <7 < n. Konvencio, hogy a matrixokat nagybetiivel,
a mdtrix elemeit pedig kisbetlivel jeldlik. Szokas szerint a métrix sorainak és oszlopainak
szamozdsa 1-gyel kezdddik — noha vannak szamitdgépes programok, melyek 0-val kezdenek.
Azokat a métrixokat, melyek egyik dimenzidja 1, velitoinak szoktdk nevezni. A
sorvektornak csak egy sora van:
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az oszlopvektornak pedig egyetlen oszlopa:
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Az 1x1-es matrixot slalirnak hivjuk.

Tisztan matematikai igény1 definicio [ 5]

il KT 2
Ha T test, akkor az m % p-es métrixok T~ halmazin a

A {12, .myx{1,2,...,n} —T ({i,j}—a;

tipusd, véges (111 » 72 elemszamu) ér anyi, T -be képezd fiiggvénvek
halmazét értjtik. Itt * a halmazok De a, (i, lrendezett pér.

Példak [szerkesziés]
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Az A matrix egy 4x3-as (12 elemil, 2 dimenziés) matrix. Az 4[2,3], vagy az3 elema 7.
R=[123456T7829

Az R mitrix egy 1x9-es matrix, vagy 9-elemii (9 dimenzios) sorvektor.

Transzponalas [zereszis]
A transzpondlds egy argumentumi miivelet. Egy mdtrix transzponaldsa sorainak és

oszlopainak a felcserélését jelenti. Egy m < n-es tipust mdtrix transzponéltja n > m-es tipusd.
Kétszer végrehajtva visszakapjuk az eredeti matrixot. A transzpondlds jele AT vagy A",

Egy matrix szimmetrikus, ha transzponaltja dnmaga, azaz AT = 4. Szimmetrikus matrix csak
négyzetes matrix (lisd alabb) lehet.

Példa [szerkesses]
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Osszeadas [szrke

Csak azonos dimenzidji mdtrixok adhatok 6ssze. Legyen A és B két azonos dimenzi6jd, m =
n-es méretli métrix. Az A + B Osszeget Ggy képezzilk, hogy az azonos helyen 1év6 elemeket
osszegezzik (vagyis (4 + B)[i, j1 = Al j1 + Bl4 7]).

Példa [szerkeszis]
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10 0/+1{7 585 0|={1+7 045 040 =185 0
1 2 2 5 N | 142 2491 241 333




Tulajdonsagai

zZids]
e Kommutativi4 +B =B +4.
o Asszociativi (4 +B)+C=4 +(B+ ().

Skalarral valo szorzas [szeress)

Adott az 4 métrix egy c skalirral valé a4 szorzatit gy szamitjuk, hogy a ¢ szammal 4

minden elemét megszorozzuk (vagyis (cA)[i, 1] = cA[i, j]).

Ha a skaldrt 1x1-es mdtrixnak tekintjiik, akkor a skaldrral valé szorzas specidlis Kronecker-
s7O1Z4L

311 2-2 ('fz) 2.2(__53)} 5 [g ﬁ Ig]

o aM =Ma. (Barmelyik oldalré] szorozhatunk a skaldrral.)
o (a+BM=aM + bM.
o a(bM) = (ab)M = (baM = B(a).

Az 8sszeadds viszonydban teljesill, hogy:
o aM+N)=aM +aN.
MAtrixszorzas [semesés)
Két mitrix szorzata akkor definiélt, ha a bal oldali métrix oszlopainak szama megegyezik a
jobb oldali métrix sorainak szamaval. Ha 4 egy m-szer n matrix és B egy n-szer p matrix,

matrixszorzatuk egy m-szer p méretii (m sorbdl, p oszlopb6l 41l6)45 métrix lesz, melynek
clemei igy szamithatok:

(AB)fi,j] = Ali, 1B(1, 5]+ Ali, 21B2,7] + . + Ali, n)Bln, j
minden i-re és j-re.

Példa [s

[1 0 2] g i { (1-34+0:-2+2-1) (1:14+0.14+2.0)
CU(-1)-343-241-1) ((—1)-143-141-0))

illetve a megfelels sort a megfeleld oszloppal torténd szorzast kidomboritandé:
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ahol példdul az eredménymitrix 5-6s elemét uigy kaptuk, hogy a soraban 16vé (1,0,2) elemeket
pronként dsszeszoroztuk az oszlopaban v (3,2,1) elemekkel, majd dsszeadtuk &ket.

Tulajdonsa gal [szarkesztis]

e asszociativitas: (48)C = A(BC) minden k-szor m méretit.4 métrixra, m * n-es méretli B
matrixra és n-szer p méretii C matrixra,

e jobb oldali disztributivitas: (4 + B)C = AC + BC minden m x n-es méretii 4 és B
métrixra valamint n-szer k méretli C métrixra.

¢ bal oldali disztributivits: C(4 + B) = C4 + CB minden m-szer n méretii 4 és B

valamint k-szor m méretli C matrixra.

Fontos tudni, hogy a kommulativitas ditaldban nem teljesill; vagyis adott 4 és B
Osszeszorozhaté matrixra altaliban igaz, hogy AB # BA.

SPCCiél is matrixok [szerkesztés]

e DNullmatrix olyan matrix, melynek minden eleme 0.

o Loyséomitrix négyzetes mdtrix, melynek f4tlojaban minden elem 1, a tobbi 0.

+  Diagondlis mdtrix négyzetes matrix, melynek csak a fé4tlojaban vannak 0-t61 eltéré
elemek.

e Szimmetrikus nuitrix a fSdtlora nézve szimmetrikus matrix: a,=a;;,

o Ferdeszimmetrikus matrix a foatlora nézve szimmetrikus elemek egyenlsek, de
ellenkezd eldjeltick: a,;= - a;;.

¢ Hiromszogmatrix

¢ Hermitilkus mdtrix a f6dtlora nézve szimmetrikus elemek egymds komplex
konjugdltjai: a;ﬁai;,i, ahola " komplex konjugdltat jelsl.

o Permutild matrix

ungalt (matrixinvertilds)

rmonde-determindns




MATRIXOK

2. Feladat. Szorozza dssze az aldbbi matrixok kozill az osszeszorozhatdkat:
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3, Feladat, Szorozznk &ssze a sldbbi métrixokat mindkét sorrendben. Milyen
nérdekességet” tapasztalunk?
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4, Feladat. Mntassunk ré egy példdval, hogy matrixok kirében nem lehet egyszeri-
siteni, azaz keressiink olyan A, B, C' métrixokat (pl. a 2 x 2-es métrixok korében), hogy
AB=AC,de A#0Q és B # C.

5. Feladat. Mi torténik egy 3 x 3-as métrixszal, ha balrdl, illetve jobbrél az aldbbi
matrixszal megszorozzuk:
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Megjegyzés. Azonos tipusii négyzetes matrixok esetén az 6sszeszorozhatdsdg feliétele
teljesiil, &8 a szorzat is ugyanolyan tipusi lesz. Ezért (&s a szorzés asszociativitésa
miatt!) négyzetes métrix esetén értelmezhetd a hatvényozds:

Al = A, éshan> 2, akkor A" = AA™ A4 e T™*7,

Abban is megéllapodunk, hogy A" = E,,. az n x n-es egységméAtrix.

MATRIXOK

6. Feladat. Igazoljuk a métrix-hatvényozés aldbbi azonossdgait (im, &k nemnegativ
epész szdmok):

(a) A™AR = Am+E ahol m, ke N;
(h) (A™)F = 4™, ahol m, k € N;

Mutassunk r4, hogy (AB)™ = A™B™ 4ltaldban nem teljesiil. Milyen feltétel(ek) mellett
teljesiil ez az Osszefiiggés?

7. Feladat, Szdmftsa ki az aldbbi matrix-hatvdnyokat (n természetes szdm, o valos
gzAm):
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B, Feladat. (2003-as dolgozatfeladat)
Szdmitsa ki a kdvetkezd matrixok koziil azokat, amelyek léteznek:

BET BT, GAgE, CFA+BDY, AT+ E

ha
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9. Feladat. Ha A és B tetszbleges n. x n-es (azaz négyzetes) métrixok, igazak-e a
kovetkezdk:

(1) (A+ B)(A- B) = A® - B
(2) (A + B)? = A* + 2AB + BY,
(3) Ha (A + B)? = A% + 2AB + B?, akkor AB = BA;
(Ha igaz, bizonyitsa be; ha nem, keressen ellenpéldat pl. a 2 x 2-es mAtrixok kozott.)

10. Feladat. Szémitsa ki az A? +3A — 4E; kifejezés brtékét az

1 3 ~b
A=]4 -2 86
L )

matrixra. (Mésszéval: szdmitsa ki az f(z) = 2% + 3z — 4 polinom helyettesitési értélkét
az A helyen.)




MATRIXOK

IRODALOM

A fogalmakat, definfcidkat illetden két forrdsra tdmaszkodhatnak: ezek egyrészt el-
hangzanak az eléaddson, mésrészt megtaldljdk a jegyzethen:

Szabé Lészl6: Bevezetés o linedris algebrdba,

Polygon Kiadé, Szeged, 2003,

2. fejezet (Métrixok);

tovébbi ajanlott irodalom:

Hajnal Imre—dr. Nemetz Tibor—dr, Pintér Lajos:

Matematika 11, (fokultatfy B véltozat), (gimndzinmi tankényv);
VIII. fejezet. (345. oldalté] - 363. oldalig, feladatok is!!)

D. K. Fagyejev-1. Sz. Szominszkij: Felsdfokii algebrai feladatok,
Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 1973, illetve Typotex Kiadd, 2000;
4. fejezet, 1. szakasz, 464.-465., 467.-479., 506. feladat

Frend Rébert: Linedris algebra,

ELTE Eétvos Kiadd, Budapest, 2001;
2. fejezet, 1. szakasz.

Scharnitzky Viktor: Mdtrizszdmitds (példatdr, Bolyai-konyvek sorozat),

Mitszaki Kényvkiadd, Budapest, 2000;

A Métrixok c. fejezetben (fogalmak, jelolések a 89. 0.-t61),
Kidolgozott feladatok (a 113. oldaltél): 1.-9., 24.-57., 68., 71.-74.

PELDAK

1. Példa. Szamitsa ki a kévetkezé métrixok kéziil azokat, amelyek léteznek:
(a) AT, BT,
(b) A+B, C+D, D-C,
(e) 34,
(d) AD, DA, BT A,
ha

Megoldds.
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MATRIXOK

(b) A+ B nem létezik, mivel A és B nem azenos tipustink: az A métrix 3 x 2-es, B
pedig 3 x 1-es t{pusi.
(' és D viszont azonos t{pusiiak, gy éeszeadhatdk:

i 2 N )= (a3 =l

és persze a kivonds is elvégezhetd:

S AT TR T S S O B (R
D‘C‘(-a 4) (3 n)‘(ﬂs—s 4-0 )_(—5 4)’
1980 3.1 3.0 30
3.4=3.|-1 2]|={8.(-1) 3.2|=|-3 6 |;
3 4 3-3 3.4 9 12

(d) AD értelmezett, hiszen A-nak 2 oszlopa van, D-nek pedig 2 sora. A
azorzatmatrixot a definfcié alapjin a kdvetkezd médon szdmitjuk ki:

1 0 1 2 1.1+0-3 1.2+40-4 e
AD=1{-1 2 -(_3 4): (-1):1+42.3 (-1)-2+2:4|=| 5 6 |,

3 4 3.1+4-3 3.-244-4 16 22
(LAtink, hogy a szorzatmatrixnak 3 sora van, mint A-nak, és 2 oszlopa van, mint D-nek.)
DA nem létezik, mivel D oszlopainak szdma nem egyezik meg A sorainak gzamAval.

1 0
BTA=(1 2 -1)|-1 2]|=
3 4

=(1:142-(=1)+(=1):3 1-042-2+(=1)-4)=(-4 0).

ToVABBI AJANLOTT FELADATOK

1. Feladat. Tegyiik fel, hogy A, B adett, X pedig ismeretlen, azonos méret il
méatrixok. Oldja meg az aldbbi ,matrix-egyenleteket” (azaz a miiveletek ismert-tanult.
tulajdonségai alapjan fejezziik ki az X méltrixot ag deszefiiggéahol):

(a) X+A=2X~-B) (b) 3(X+éf4)=5(x-%ﬁ)'

Adjuk meg a megoldésokat, abban az esetben, ha

=1 ) B 2008
A= 1 -1 0 és B=14 5 6
o Ara=i 7 8.0




