25.tétel
Bizonyitasi modszerek és bemutatdsuk tételek bizonyitisdban, tétel és megforditdsa,
sziikséges és elégséges feltétel

Tétel és megforditdsa

tétel = implikacié (A—B = Ha A, akkor B.)
Ha egy sokszdg haromszog, akkor belsé szdgeinek dsszege 180°.
Ha egy szém tizes szamrendszerben felirt alakjaban a szimjegyek Gsszege oszthato 9-cel,
akkor a szdm is oszthatd 9-cel.

tétel megforditasa: a feltétel s a kovetkezmény felcserélése ( B—A = Ha B, akkor A.)

megforditds is igaz:
tétel: Ha egy négyszog hirnégyszog, akkor a szemben 1év6 szégeinek Gsszege 180°.
megforditisa: Ha egy négyszdg szemben 1évo szégeinek dsszege 180°, akkor
hurnégyszog.

olyan tétel, ahol a megforditds nem igaz:
tétel: Ha egy szam oszthatd 9-cel, akkor oszthatd 3-mal.-IGAZ
megforditis: Ha egy szdm oszthatd 3-mal, akkor oszthaté 9-cel.-HAMIS

Sziikséges és elégséges feltétel

minden implikdcio (=tétel) magdban foglal szilkséges és elégséges feltételeket
A—B
A glépséges feltétele B-nek
B sziikséges feltéfele A-nak

magyardzat (az it kévetkezd rész csak a megértést kdnnyiti, feleletben nem kell elmondanil)
Ha mindenkinek &6t6s lesz a matek emelt szintilje, akkor Zséfinak is étds lesz.
o ghhoz, hogy mindenkinek 6tds legyen szilkséges, hogy Zséfinak is étds legyen
DE: az, hogy Zscfinak étés lett nem elég, ahhoz hogy mindenki tudja, hogy az 6vé &tos lett
o az, hogy mindenkinek &tés lett elég ahhoz, hogy Zséfi tudja, az 6vé is étos lert
DE:az, hogy mindenkinek &tés legyen nem sziikséges ahhoz, hogy Zséfié is étds lehessen

A B |A—B mivel tudjuk, hogy A—B igaz, ezért a mdsodik sor nem lehetséges
1 i i i e qaz, hogy A igaz, elég, hogy tudjuk, hogy B is igaz (2. sor nem
2 i / /i lehetséges)
3, h i i e az, hogy B igaz, sziikséges ahhoz, hogy tudiuk A igaz (=nincs
4, h B | olyan sor, hogy 4 igaz, B hamis)
példak:

o Ha egy szdm oszthatd 6-tal, akkor oszthaté 3-mal.
6-tal vald oszthatdsdg elégsépes feltétele a 3-mal valod oszthatdsagnak. (nem sziikséges:15)
3-mal valo oszthatosdg szitkséges feltétele a 6-tal valo oszthatdsagnak (nem elégséges:15)
o Ha egy filggvény derivalhatd, akkor folytonos.
derivalhatdsdg elégséges feltétele a folytonossdgnak (nem szitkséges: abszolutérték-
fuggvény)
folytonossag szilkséges feltétele a derivalhatdsdgnak (nem elégséges: abszolutérték-
fliggvény)

sziikséges ¢s elépsépes feltétel:
A és B allitas ekvivalens, vagyis egyenértékii = AB = A akkor és csak akkor, ha B.

0 Al=dr-1 S dxP+1=4dxr © 4P -dx+1=0S (- 1Y’=0x=05
ahhoz, hogy 4x*= 4x — 1 legyen:
elég, hogy tudjuk x = 0.5
sziikséges, hogy x = 0.5 legyen (ha nem lenne annyi, nem lehetne 4x*= 4x — 1)
o Egy szam akkor és csak akkor oszthatd 6-tal, ha oszthaté 3-mal és 2-vel.
ahhoz, hogy egy szdm oszthatd legyen 6-tal:
elég, hogy oszthatd 3-mal és 2-vel
szlikséges, hogy oszthato legyen 3-mal és 2-vel

Bizonyitdsi modszerek és bemutatdsulk tételek bizonvitasaban

(Az itt kdvetkezd bizonyitdsi médszerek mindegyikeét be kell mutatni, de csak az egyiknél kell tételt
bizonyitani. Ennél a tételnél nem kell kiilon alkalmazast emliteni, ezt vdltja ki, hogy egy bizonyitdsi
modszert alkalmazdsban is bemutatsz!)

tételek bizonyitasdra killénb6z6 modszereket haszndlunk
o direkt
o indirekt
o teljes indukeid
o skatulya-elv

DIREKT — Igaz éllitas(ok)bol helyes kovetkeztetéseket levonva jutunk el a bizonyitand6 allitdshoz.

Pitagorasz-tétel: Derékszogli hdromszigben a két befogd hosszdnak négyzetének dsszege egyenld az
atfogo hosszdnak négyzetével.

Bizonyitas:
Vegyiink fel két (a+h) oldali négyzetet!
a b
c a a® ab a
a
b
ab
b’ b
b
a b a b
T=a%+ b2+ 2ab (= (a + b)») Mivel a és b derékszoget zAr be, ezért a
] keletkezd hiromszogek az eredetivel
i egybevigdak, vagyis a harmadik oldal c.
v S % :
A ¢ oldalt négyszdg rombusz, mert minden
Mivel a két négyzet oldala egyenld.
egb_/be‘fégés EZél‘E A rombusz minden szégét o+ egdsziti ki
ford el Bpyenio. . 180°-ra, B az eredeti haromszog miatt
a’+ b+ 2ab2= ¢+ 2ab 90°. Tehat a rombusz minden szdge
drbimcr .. derékszog, vagyis a négyszog négyzet,

emiatt teriilete ¢’
A héromszogek teriilte 4ab/2=2ab

ilyen bizonyitds még: Thalesz-1éte] bizonyitdsa, szamtani-mértani koézép kozti dsszefiggés bizonyitdsa
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INDIREKT — A bizonyitando allitas tagadasabol helyes kovetkeztetéseket levonva lehetetlen
kovetkezmény(ek)hez jutunk. Emiatt a bizonyitando allitas igaz, hiszen tagadasa hamis.
Tétel: /2 irraciondlis szim.

Bizonyitas: indirekt feltétel: \J2 racionalis szam

A racionalis szamok felirhatoak két egész szam hanyadosaként, tehat: +/2 = ﬁ’ ahol p és g pozitiv
q

egesz szamok. Valasszuk azt a p-q parost, amelyek relativ primek, tehat (p; g) = 1
\E =l rq
q

\/Eq — /1%, mert az el6jelek egyeznek (pozitiv a két oldal)

gt = pt Mivel p és q egész szamok, €s az egyenlet bal oldala oszthato 2-vel, ezért a jobb
oldala is. Tehat: p* oszthaté 2-vel <> p oszthat6 2-vel <> p? oszthat6 4-gyel.
Az egyenlet jobb oldala oszthaté 4-gyel (mivel g egész), ezért baloldala is oszthato 4-gyel.
2q° oszthat6 4-gyel < ¢* oszthaté 2-vel <> g oszthat6 2-vel
Tehat p és g is oszthato 2-vel, ez viszont lehetetlen, mert p €s g az eredeti feltétel szerint relativ
primek. Emiatt az indirekt feltétel hamis, vagyis az eredeti allitas igaz.

ilyen bizonyitas még: végtelen sok primszam van

TELJES INDUKCIO — Egy sorozat elemeire vonatkozo torvényszeriiség bizonyitasa olymodon, hogy
eloszor belatjuk, hogy a sorozat els6 elemére igaz az allitas, majd azt, hogy ha igaz a sorozat n-dik
elemére, akkor igaz az n+1-dik elemére is.

n(n+1)]2

Az elsé n kobszam Gsszege ( 3

Bizonyitas:

2.
1. n=1lreigaz: 1° :[L(L;Qj (mindkét oldal 1)

2 ha igaz n-re, akkor igaz nt+1-re is:

n*(n+1)* +4(n+1)3 (D (@’ +4n+4)
4 4 4

2
P32+ 40 ]y} :(@] +(n+1)° =

(m+) (n+2)* ((n+1)(n+2)J2
i 4 iy 2

ilyen bizonyitas még: elsé n négyzetszam Osszege, véges halmaz részhalmazainak szama

SKATULYA-ELV — Ha n pozitiv egész szamu skatulyaba kn (£ pozitiv egész) dolognal tébbet kell
szétosztani, akkor sziikségszertien legalabb az egyik skatulyaban legalabb £+1 dolog lesz.

4 pozitiv egész szam kozott van 2, amelyeknek a kiilonbsége oszthaté 3-mal.

Bizonyitds:

Két szam kiilonbsége akkor €s csak akkor oszthat6 3-mal, ha azonos maradékot adnak 3-mal osztva.
Mivel 3-mal osztva a pozitiv egész szamok 3-féle maradékot adhatnak (0, 1,2), ezért négy szam
kozott a skatulya-elv szerint lesz két olyan amelyek egyforma maradékot adnak. Ezek kiilonbsége
oszthato lesz 3-mal.

ilyen bizonyitas még: egyszerii grafban van két azonos fokszami csics



A teljes indukeié (ritkdbban: matematikai indukeio) a matematika egyik legfontosabb &s A Maurolico altal bizonyitott 4llitas, vagyis hogy az els6 » paratlan szdm Ssszege éppen "

leggyakrabban hasznalt bizonyitdsi médszere a természetes szamok korében. A teljes teljes indukeids hizonyitisa kévetkezik. Képlet formajaban:
indukei6 elve a kovetkezéd: Ha egy tulajdonsdg igaz az egyre (n=1), tovabba ez a tulajdonsig
olyan természetii, hogy 6rok18dik a természetes szamok rikovetkezése soran (tehdt n-rol n+ /- 14+34...42n— 1) = n?

re), akkor ezzel a tulajdonsdggal az sszes természetes szim rendelkezik.

2l R ; ol : . Ezt az allitast minden pozitiv egész n-re be kell litnunk.
A médszer segitségével egyszerre megszdmldlhatéan végiclen sok allitdst lehet bizonyitani. A 2 &

végtelen sok allitast sorba rendezziik, majd az igy kapott sorozat elsé allitasdt igazoljuk. W LA 1 Y
e ; I : bl e g pés, hogy ellendrizziik az allitést n = 1-re. Ekkor a bal oldalon minddssze egy tagja
Ezutén kdvetkezik a teljes indukei ,lelke”, az indukcids lépés. Ez annak az dllitisnak a van az osszeaddsnak, az 1. A jobb oldalon pedig 12 4ll, vagyis igaz az dllités, hiszen 1 = 1%,
bizonyitasat jelenti, hogy ha feltessziik, hogy az n-edik llitds igaz, akkor abbél kévetkezik az
n+1-edik dllitds igazsdga is. Az elsd dllitds igazsiga & az indukeids [Spés egyltt mar az A mésodik 1épés az indukeids lépés. Tegytk fel tehat, hogy az allités igaz n = k-ra. Ez azt
dsszes Allitas igazsagat is bizonyitja. 143 e

jelenti, hogy +34+...+ [“ = ‘U T

Be kellene ldtni, hogy ekkor az allitds teljesiil n = k + 1-re is. A bal oldal n =k + 1 esetén:
g « D a 1% TR 15
14+34...4 (2 = 1)+ (2k + 1) azsrt irjuk ilyen alakban, hogy j6l lithat6

\iam olico Ar:thmencorum libri fito cimii muveben hogy az elsd n parallan szam osszcge ', legyen, hogy hol lehet felhasznélni az indukeids feltevést. Ekkor ugyanis
A mbdszer neve félrevezetd, valdjiban nem dltalinositasrol, hanem a matematika szabdlyai A +(2k— 1)+ (2 + 1y = 2 TR 2,2 42k 1= (Rl

szerinti bizonyitdsrol van szd, azaz a teljes indukeié — mint minden mds matematikailag
helyes modszer — tulajdonképpen dedukeio,

A Maurolico 4ltal bizonyitott allitds, vagyis hogy az clsd n paratlan szém Gsszege éppen ° Vagyis az dllits toljestil n = k + 1-re is. Ezzel a bizonyitdst befsjeztik
teljes indukcids bizonyitdsa kévetkezik. Képlet formdjdban:

f Feladat.
. R
1+34...+@n-D=n Igazoljuk, hogy 1 +3 + 5+ ... + 2n-1=n!
Ezt az allitist minden pozitiv egész »-re be kell litnunk. | Megoldds.

Az elsd lépés, hogy ellendrizzik az allitdst n = l-re Ekkor a bal oldalon minddssze egy mg]a
van az dsszeaddsnak, az 1. A jobb oldalon pedig 17 4ll, vagyis igaz az allitds, hiszen 1 = i

No, alkalmazzuk az eléz6 feladatokban tanultakat.
1. Igazoljuk valamely kezdd értékre, pl. n=1-re dllitdsunkat: 1 = 12 Juhé! (Igazolhattuk volna
n=2-re is: 1+3 = 2* . Nagyon megy...)

A masodik 1€pés az indukcios lépés. Tegyﬁk fel gehét, hogy az 4llitds igaz n = k-ra, Ez azt | 2. Az indukeiés feltevés: tegyilk fel, hogy n=k-ra igaz az Allitas. Azaz 1+3+...+(2k-1) = k.

jelenti, hogy + + 34+ +(2k-1)=Fk" | 3. Tudjuk az indukciés feltevésbSl: 143+..+(2k-1) = k% Mi a helyzet n=k+1 esetén?
| Néveljik 1-gyel k értékét:

Be kellene litni, hogy ekkor az allitds teljesiil # = & + 1-re is. A bal oldal n = & + 1 esetén; { 1':?}‘; - (2k- 1)+€21i:1) " Z -l-\k2 Lf(zlkﬂ) (k+1). :

- S T DI = ; | A*-ban kihaszndltu ukcios feltevést. Ha valaki esetleg nem nyugodott volna még meg:

1484 .+ 12k— 1) 4 (26 + L) zért irjuk ilyen alakban, hogy jé1 lathatd & KESZENLVAGYUNI?LZ, i b i £ RaChR

legyen, hogy hol lehet felhaszndlni az indukeios feltevést. Ekkor ugyanis

1434 +(2k -1+ (2 +1) = K4 2k + 1) =k +2k+ 1= (k +1)°

Vagyis az allitds teljesil n = & + l-re is. Ezzel a bizonyitast befejeztik




Teljes indukcid

A teljes indukcié természetes szamokra megfogalmazott allitdsok esetén hasznalt
bizonyftasi médszer. Kicsit pontatlanul megfogalmazva a lényege: ha belétjuk, hogy az
allitas igaz az elsd természetes szamra (ltaldban 0 vagy 1, de lehet, hogy a konkrét
feladatban pl. 3-ra kell megnézni), és beldtjuk azt is, hogy az éllités 6roklédik, akkor
készen vagyunk. Az 6roklédés azt jelenti, hogy ha egy bizonyos természetes szamra igaz
volt az 4llitds, akkor igaz a ra kovetkezd természetes szamra is. Gondoljuk meg, hogy ezzel
tényleg beldtjuk az dsszes természetes szdmra az allitdsunkat. (Megjegyzés: a teljes
indukeié ?miikodése” lényegében a Peano-axiémakon muilik, ez majd lesz analizishdl.)
Egy ilyen bizonyitas felépitése tehat:

1. megnézziik, igaz-e az els6 par természetes szadmra

2. ha igaz, tegyiik fel, hogy valamilyen n természetes szamra igaz az &llitas

3. prébaljuk meg beldtni, hogy ilyenkor n rdkovetkezdjére, azaz n + 1-re is 6roklodik az
allitas érvényessége.

A hirmas pontban mindig fel kell haszndlni valahol a kettes pontot, azaz az indukcios
feltevést. Hogy pontosan hol és hogyan, az persze feladatonként véltozik. Altaldnosan
annyit lehet mondani, hogy célszerti az n + 1-re felirt esetben valahogy kialakitani az n-re
felirt esetet, azért, hogy alkalmazhassuk az indukeids felteveést.

A zh-ban szerepelt feladat megoldésa részletesen:

Allftés: =44 < = u—03 3 b

Bizonyités:

n = 2-re az egyenlStlenség bal-és jobboldala is 25, igy ekkor igaz az allitas.

Tegyiik fel, hogy valamilyen k természetes szémra (k > 2) teljesiil az 4llitds, azaz

3k 4 4*F < 5% Prébaljuk meg belatni, hogy ilyenkor k + 1-re is igaz, azaz 3%+ 4 4F+1 < 5F+1
(indukeids feltevés).

k + 1-re az egyenlbtlenség baloldalst alakitva: 35+! + 4%+ = 3. 3% - 4. 4% Bz utébbinal
nyilvdn nagyobb szdmot kapunk, ha a 3*-t is 4-gyel szorozzuk, igy irhatjuk:

ghHl gt = 3.3k 4 4. 4F < 4.3F 1 4. 45 = 4. (3F +4F),

Latjuk, hogy a zdréjelben megjelent az indukciés feltevés baloldala, igy azt alkalmazva:
4 - (3% 4 4%) <4 -5*. Nekiink az kell, hogy a jobboldalon 5**' szerepeljen, de ezt méar
kénnyen elérhetjiik, hiszen 4 - 5F < 5 - 5% = 581

Osszességében tehat azt kaptuk, hogy

ghtl L gkl 3 gk 4 4 A <435 L 4.4 — 4. (3F +4%) < 4.5F < 5. 55 =5,

és ezzel belattuk az allitast.

Egy masik feladat:



Allitas: 3 k(3k+1) = n(n+1)%, n e N*
k=1
Bizonyitas:
n = 1-re mindkét oldalon 4 &ll, igy ekkor igaz az allités.
Tegyiik fel, hogy valamilyen n-re teljesiil az éllitds, azaz E k(3k +1) =n(n+1)2

Be kell ldtni, hogy ilyenkor n + 1-re is igaz, azaz E k(3k+1) = (n+1)(n+ 2)°.
Alakitsuk itt 4t a baloldalt, azért, hogy tudjuk hasznalm az indukcids feltevést:

kz k(3k +1) = kzl k(3k+1) + (n+1)(3n+4).
=1 —

Latjuk, hogy itt megjelent az indukcids feltevés baloldala, igy azt alkalmazva:
i k(Bk+1)+ (n+1)(Bn+4) =n(n+1)2+ (n+1)(3n + 4).
k=1

Ezt tovabb alakitva:
nn+1P+n+1)Bn+4)=(n+1)n*+4n+4) = (n+1)(n + 2)?,
és pontosan ezt akartuk beldtni.




2. Teljes indukcié

Teljes indukcidval bizonyitsuk be az alabbi dsszefiiggéseket:
2.0-1.
_n(n+1)

1+2+3+...+nf—-2— (%)

Megoldas.

1-2
A.n=1esetén 1 = & 1, igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag oroklédik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbdl kivetkezik az allitds n + l-re is.
n+ 1 esetén az 4allitas igy szol:

(n+1)(n+2)

L2t d .. tntnil= . (%)
A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.
1
1+2~#3+...+n+(n+1):E(n——i_—)ﬂﬂ(n—l—l):

2
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2. Teljes indukcio 9
ami tovabb alakitva kiadja (**)-ot.

=(n+1) (g+1):(ﬂ+_1)2(ﬂ

Mivel az 4llitss teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag orokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szdm esetén fennall. &
2.0-2.
12+22+32+...+n2:”(”H)G@”“) (%)
Megoldas.
A.n=1esetén 12 = & 2 & 18 1, igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag 6roklsdik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbél kivetkezik az allitas n + l-re is.
n+ 1 esetén az allitas igy szol:

12+22+32+...+n2+(n+1}2:(n+1)(n22)(2n+3) (%)
A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.
124+224+3% 4 4nd4(ntl)f= ”(”H)ﬁ(gnﬂ) S
= {1 (ﬂ%LI)Jrn-kl) =
:(n+1)2n2+n+6n+6 (r53)

6

Most alakitsuk (**) jobb oldalat.

n+1)n+2)(2n+3) (n+ 1)(2n? + 4n + 3n +6)
6 = 6




10 2. Teljes indukeio

ez pedig megegyezik (***)-gal.

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsig 6r6kls-

dik (B.}, (*) minden n természetes szam esetén fennall. ]
2.0-3.
1-2+2-3+...+n(n+1):@%m (+)
Megoldas.
1-2-3

A.n=1eseténl-2=

—— =12, igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag 6roklédik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbdl kdvetkezik az Allitds n + 1-re is.

n + 1 esetén az allitas igy szol:

1-242-3+...4+nn+1)+(n+1)(n+2) = (”+1)(”;L2)(“+3) (o)

A bal oldalba behelyettesitjik (*)-ot.

+(n+1)(n+2) =

1-24+2-34...+n(n+ 1)+ (n+1)(n+2) = W

ami tovabb alakitva kiadja (**)-ot.

_(n+D(n+2)(n+3)
3 _

=n+1)n+2) (gqtl)

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennall. [}



