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1.1. Monotonitás, korlátosság, konvergencia

Vizsgálja meg a következı sorozatokat monotonitás, korlátosság és konvergencia szempontjából!
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1.2. Határérték-számítás

Határozza meg a következı sorozatok határértékét!
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1. Sorozatok

itás, korlátosság, konvergencia 

 sorozatokat monotonitás, korlátosság és konvergencia szempontjából!
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 sorozatok határértékét! 
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1. Sorozatok 
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 sorozatokat monotonitás, korlátosság és konvergencia szempontjából! 
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1.3. Küszöbszám-keresés

Határozza meg a következı sorozatok határértékét, és keres
küszöbszámot! 
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2.

1. Egy iroda bérlésére három konstrukció közül választhatunk:
a. Most 5 millió Ft-ot, majd minden év elején 4 éven keresztül 250.000 Ft
b. Most 3 millió Ft-ot, majd 2 év eltelte után újabb 3 millió Ft
c. Most, azonnal készpénzben kifizetünk 5,5 millió Ft
Melyik konstrukciót érdemes választanunk? (A bank 15%

 
 

2. Egy ipari hőtıgép eladására két árajánlatot kapunk.
a. A vevı most fizet 500 eFt
b. A vevı most fizet 700 eFt
Melyik lehetıség kedvezıbb, ha az elkövetkez
számolunk? 

 
 

3. Egy lakás eladásakor két ajánlatot kapunk:
Elsı: A vevı most fizet 3 millió Ft

Második: A vevı most fizet 7 millió Ft

a. Melyik ajánlat kedvezıbb, ha az elkövetkez
számolunk? 

b. Hány %-os éves kamatláb esetén azonos a két ajánlat?
 
 

4. Egy gépet szeretnénk megvásárolni, amire három ajánlatot kapunk.
a. 150.000 Ft most, 20.000 egy év múlva és 20.000 három év múlva, 
b. 100.000 Ft most, 60.000 két 
c. 200.000 Ft két év múlva.
Melyik ajánlat a kedvezıbb, ha a banki kamatláb 13%?

 
 

5. Családunk rövid távú megtakarításként 7 éven keresztül 
egy bankban. Az 7. év eltelte után kiveszünk 2mFt
pénzhez. A tizennegyedik év eltelte után mekkora összeg áll a rendelkezésünkre, ha a bank 
évi 12% kamatot biztosít számunkra? 
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2. Pénzügyi számítások 

Egy iroda bérlésére három konstrukció közül választhatunk: 
ot, majd minden év elején 4 éven keresztül 250.000 Ft
ot, majd 2 év eltelte után újabb 3 millió Ft-ot fizetünk.

Most, azonnal készpénzben kifizetünk 5,5 millió Ft-ot. 
Melyik konstrukciót érdemes választanunk? (A bank 15%-os kamattal számol

gép eladására két árajánlatot kapunk. 
 most fizet 500 eFt-ot, majd négy éven keresztül minden évben 100 eFt
 most fizet 700 eFt-ot, majd öt év múlva 200 eFt-ot. 

ıbb, ha az elkövetkezı 5 évben végig 12%

dásakor két ajánlatot kapunk: 
 most fizet 3 millió Ft-ot, majd egy-egy év elteltével még kétszer 4 millió Ft

 most fizet 7 millió Ft-ot, majd két év múlva még 3 millió Ft

Melyik ajánlat kedvezıbb, ha az elkövetkezı 2 évben állandó 10%

os éves kamatláb esetén azonos a két ajánlat? 

Egy gépet szeretnénk megvásárolni, amire három ajánlatot kapunk. 
150.000 Ft most, 20.000 egy év múlva és 20.000 három év múlva,  
100.000 Ft most, 60.000 két év múlva és 40.000 négy év múlva, 
200.000 Ft két év múlva. 

ıbb, ha a banki kamatláb 13%? 

Családunk rövid távú megtakarításként 7 éven keresztül minden év elején
egy bankban. Az 7. év eltelte után kiveszünk 2mFt-ot, majd újabb 7 évig nem nyúlunk a 
pénzhez. A tizennegyedik év eltelte után mekkora összeg áll a rendelkezésünkre, ha a bank 
évi 12% kamatot biztosít számunkra?  

1. Sorozatok 
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 310−=ε  

 210−=ε  

ot, majd minden év elején 4 éven keresztül 250.000 Ft-ot fizetünk. 
ot fizetünk. 

os kamattal számol.) 

ot, majd négy éven keresztül minden évben 100 eFt-ot. 

 5 évben végig 12%-os éves kamatlábbal 

egy év elteltével még kétszer 4 millió Ft-ot. 

ot, majd két év múlva még 3 millió Ft-ot. 

évben állandó 10%-os kamatlábbal 

minden év elején 800eFt-ot helyez el 
ot, majd újabb 7 évig nem nyúlunk a 

pénzhez. A tizennegyedik év eltelte után mekkora összeg áll a rendelkezésünkre, ha a bank 
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6. a. 8 éven keresztül minden év elején 400eFt
évben megfeledkezünk a betétszámlánkról, nem veszünk ki, és nem teszünk be semmilyen 
összeget. A 13. év elteltével mennyi pénzünk lesz, ha a kamatláb végig 5,5%?

b. Hány év alatt győlne össze 12 millió Ft, ha az els
évenként folyamatosan?

 
 

7. a. Egy alapítvány 25 millió forintot helyez el bankban 5 évre. Az éves kamatláb ebben az 
esetben 12,5% lesz. Mekkora összeget tudnak felvenni 5 év elteltével?

b. Mennyivel változna a végösszeg, ha minden év elején 5 millió Ft
éves kamatlába 8% lenne?

 
 

8. Minden év elején 980 eFt-ot helyezünk el a bankban éves 11%
a. Mennyi pénzünk győlik össze a 7. év végére?
b. Hány év alatt győlik össze 15 millió Ft?

 
 

9. a. 15 éven keresztül minden év elején 500 000 Ft
Mennyi pénzünk lesz az ötödik év végén, ha a kamatláb végig 11%?

b. Hány év alatt győlne össze 8 millió forint? 
(A kamatfeltételek közben nem változnak.)

 
 
10. Elıtakarékosság céljából 12 éven át minden évben befizetünk a bankba 850 eFt

kamat 9,5 %. 
a. Mennyi pénzt győjtöttünk?
b. A 13. évtıl kezdve feléljük az összegy

veszünk ki. Hány évre elegend
változnak?  

 
 
11. Tíz éven keresztül évi 11 %

győjtés befejezésétıl számított 1 év múlva a t
kamat mellett feléljük. Mekkora a felélés évjáradéka?

 
 
12. Egy vállalkozó egy bankból 50mFt kölcsönt vesz fe

a. Egy év elteltével, 15 éven át egyenl
maradjon adóssága. Mennyi az éves törleszt
nem változik? 

b. Ha minden évben 12mFt
 
 
13. Egy bankból 6,5 mFt kölcsönt veszünk fel évi 9,5 %

a. Egy év elteltével, 16 éven át egyenl
végére ne maradjon adósságunk. Mennyi az annuitás összege, ha ez 
nem változik? 

b. Ha minden évben 990 eFt
 
 

2. Pénzügyi számítások
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8 éven keresztül minden év elején 400eFt-ot helyezünk el a bankba. A rákövetkez
megfeledkezünk a betétszámlánkról, nem veszünk ki, és nem teszünk be semmilyen 

összeget. A 13. év elteltével mennyi pénzünk lesz, ha a kamatláb végig 5,5%?
lne össze 12 millió Ft, ha az elsı évtıl kezdve 300eFt

folyamatosan? 

Egy alapítvány 25 millió forintot helyez el bankban 5 évre. Az éves kamatláb ebben az 
esetben 12,5% lesz. Mekkora összeget tudnak felvenni 5 év elteltével?
Mennyivel változna a végösszeg, ha minden év elején 5 millió Ft-
éves kamatlába 8% lenne? 

ot helyezünk el a bankban éves 11%-os kamatra.
őlik össze a 7. év végére? 

lik össze 15 millió Ft? 

15 éven keresztül minden év elején 500 000 Ft-ot helyezünk el a bankban.
Mennyi pénzünk lesz az ötödik év végén, ha a kamatláb végig 11%? 

lne össze 8 millió forint?  
(A kamatfeltételek közben nem változnak.) 

takarékosság céljából 12 éven át minden évben befizetünk a bankba 850 eFt

jtöttünk? 
l kezdve feléljük az összegyőjtött pénzünket, és minden évben 3 millió Ft

veszünk ki. Hány évre elegendı a megtakarított pénzünk, ha közben a kamatok nem 

Tíz éven keresztül évi 11 %-os kamatlábbal és 400eFt annuitással gy
l számított 1 év múlva a tıkét 8 év alatt évjáradék formájában évi 10%

kamat mellett feléljük. Mekkora a felélés évjáradéka? 

Egy vállalkozó egy bankból 50mFt kölcsönt vesz fel évi 18%-os kamatra. 
Egy év elteltével, 15 éven át egyenlı összegeket kíván törleszteni úgy, hogy a végén ne 
maradjon adóssága. Mennyi az éves törlesztırészlet összege, ha ez id

Ha minden évben 12mFt-ot törlesztene, hány év alatt fizetné vissza a kölcsönt?

Egy bankból 6,5 mFt kölcsönt veszünk fel évi 9,5 %-os kamatra.  
Egy év elteltével, 16 éven át egyenlı összegeket kívánunk törleszteni úgy, hogy a 16. év 
végére ne maradjon adósságunk. Mennyi az annuitás összege, ha ez 

Ha minden évben 990 eFt-ot törlesztenénk, hány év alatt fizetnénk vissza a kölcsönt?

2. Pénzügyi számítások 

7 

ot helyezünk el a bankba. A rákövetkezı 5 
megfeledkezünk a betétszámlánkról, nem veszünk ki, és nem teszünk be semmilyen 

összeget. A 13. év elteltével mennyi pénzünk lesz, ha a kamatláb végig 5,5%? 
l kezdve 300eFt-t tennénk be 

Egy alapítvány 25 millió forintot helyez el bankban 5 évre. Az éves kamatláb ebben az 
esetben 12,5% lesz. Mekkora összeget tudnak felvenni 5 év elteltével? 

-ot tennének be, és az 

os kamatra. 

ezünk el a bankban. 
 

takarékosság céljából 12 éven át minden évben befizetünk a bankba 850 eFt-ot. A banki 

jtött pénzünket, és minden évben 3 millió Ft-ot 
 a megtakarított pénzünk, ha közben a kamatok nem 

s kamatlábbal és 400eFt annuitással győjtésbe kezdünk. A 
két 8 év alatt évjáradék formájában évi 10%-os 

os kamatra.  
 összegeket kíván törleszteni úgy, hogy a végén ne 

részlet összege, ha ez idı alatt a kamatláb 

év alatt fizetné vissza a kölcsönt? 

 összegeket kívánunk törleszteni úgy, hogy a 16. év 
végére ne maradjon adósságunk. Mennyi az annuitás összege, ha ez idı alatt a kamatláb 

ot törlesztenénk, hány év alatt fizetnénk vissza a kölcsönt? 
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14. Egy bankból 12 millió Ft kölcsönt veszünk fel évi 9%
a. Egy év elmúltával, 25 éven át egyenl

év végén ne maradjon adósságunk. Mennyi az annuitás összege, ha ez id
nem változik? 

b. Ha minden évben 1,5 millió Ft
 
 
15. Egy kereskedı áru beszerzésére kölcsönt ak

évi 20%-os kamatláb mellett. A törlesztést a kölcsön felvétele után egy évvel kell elkezdeni. 
a. A kereskedı minden évben 400 000 Ft

kölcsönt? 
b. 22%-os kamatláb mellett mennyit kellene évente visszafizetnie, ha 5 év alatt szeretné 

törleszteni a kölcsönt? 
 

3. 

3.1. Függvényhatárérték a végtelenben

1. 
xx

xx
x 35

261
lim

2

3

+
−−

∞→
 

 

2. 
x

xx
x 27

523
lim

2

−
+−

−∞→
 

 

3.2. Függvényhatárérték véges helyen

5. 
34

63
lim

2

2

3 +−
−

−→ xx

x
x

 

 

3.3. Függvényhatárérték véges helyen 

6. 
4

232
lim

2

2

2 −
−+

−→ x

xx
x

 

 

7. 
34

12
lim

2

2

1 −+
++

−→ xx

xx
x
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Egy bankból 12 millió Ft kölcsönt veszünk fel évi 9%-os kamatra.  
Egy év elmúltával, 25 éven át egyenlı összegeket kívánunk törleszten
év végén ne maradjon adósságunk. Mennyi az annuitás összege, ha ez id

Ha minden évben 1,5 millió Ft-t törlesztenénk, hány év alatt fizetnénk vissza a kölcsönt?

 áru beszerzésére kölcsönt akar felvenni. A bank 1,5 millió forint kölcsönt ad, 
os kamatláb mellett. A törlesztést a kölcsön felvétele után egy évvel kell elkezdeni. 

 minden évben 400 000 Ft-ot tud visszafizetni. Hány év alatt fizeti vissza a 

kamatláb mellett mennyit kellene évente visszafizetnie, ha 5 év alatt szeretné 

 Függvények határértéke

határérték a végtelenben 

3. 
( )

( )23

53
lim

−
+

−∞→ x

xx
x

 

 

4. 
( )

12

25
lim

23

2

−−
+

∞→ xx

x
x

 

határérték véges helyen 

határérték véges helyen (0/0) 

8. 
6

253
lim

2

2

2 −+
−−

→ xx

xx
x

 

9. 
xx

xx
x 2

2
lim

3

2

0 −
−

→
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 összegeket kívánunk törleszteni úgy, hogy a 25-ik 
év végén ne maradjon adósságunk. Mennyi az annuitás összege, ha ez idı alatt a kamatláb 

t törlesztenénk, hány év alatt fizetnénk vissza a kölcsönt? 

ar felvenni. A bank 1,5 millió forint kölcsönt ad, 
os kamatláb mellett. A törlesztést a kölcsön felvétele után egy évvel kell elkezdeni.  

ot tud visszafizetni. Hány év alatt fizeti vissza a 

kamatláb mellett mennyit kellene évente visszafizetnie, ha 5 év alatt szeretné 
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3.4. Függvényhatárérték véges helyen

10. 
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2
lim

24 −
−

−→ x

x
x

 

 

11. 
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21
lim
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−

−→ xx

x
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3.5. Vegyes feladatok 
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2
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x
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3

1
lim 23 xxx  
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határérték véges helyen (c/0) 

12. 
132

21
lim

21 +−
−

→ xx

x
x

 

 

13. 
2510

2
lim

25 ++−→ xx

x
x

Vizsgálja meg az alábbi függvények 
határértékét a végtelenekben (
szakadási pontokban! 
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Vizsgálja meg az alábbi függvények 
határértékét a végtelenekben (∞ ; ∞− ) és a 
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4.

Alapszabályok 

[1.] 1)( −⋅=′ αα α xx  ( ∈x

[2.] aaa xx ln)( ⋅=′  ( ∈a

[3.] xx ee =′)(  

[4.] 
ax

xa ln

1
)(log

⋅
=′  ( ∈x

[5.] 
x

x
1

)(ln =′  ( ∈x

[6.] fcfc ′⋅=′⋅ )(  
[7.] gfgf ′+′=′+ )(  
[8.] gfgfgf ′⋅+⋅′=′⋅ )(  

[9.] 
2g

gfgf

g

f ′⋅−⋅′=
′









 

[10.] ( ) ggfgf ′⋅′=′ )()(  

 

Deriválja a következı függvényeket!
 

1. ( )
4

5

x
xf =  

 

2. ( ) 4 3 xxxf ⋅=  
 

3. ( )
3

235 342

x

xxx
xf

−+−=

 
4. ( ) 33 xxf x ⋅=  

 
5. ( ) ( )xxxf ln1024 2 ⋅−+=

 
6. ( ) 532 +⋅= xexxf  

 

7. ( )
xx

x
xf

−
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xf

x +
+=  

 

9. ( ) ( )102129 xxxf +=  
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4. Differenciálszámítás

)+∈ R  

)+∈ R  

{ })1 \R;R ++ ∈∈ a  

)+∈ R  

 függvényeket! 

5x
 

xln  

10. ( ) 3 2 75 −= xxf
 
11. ( ) (3ln2 −= xxf
 

12. ( ) 232

7 −+−= xxexf
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19. ( ) (3ln6 xxf ⋅=
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27 +x  
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) xx 2ln  

x  

 

)28xx −   
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20. ( ) xxexf 36 2

5 +⋅=  
 

21. ( ) xxxf 4=  
 

22. ( )
3 2

1

x
xf =  

 

23. ( ) 3 2 xxxf ⋅=  
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xxf
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xf
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35. ( ) 54 26 xxxf −=  
 

36. ( ) xxexf 53 2+−=  
 
37. ( ) ( )342ln5 3 +−= xxxf  
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41. ( ) 35 2 xxxf ⋅=
 

42. ( ) xxxf ln3 ⋅=
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44. ( ) ( xxxf 35 2 +=
 

45. ( ) ( )(xxf 65 +=
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xf
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50. ( ) ( 5610 −= xxf
 

51. ( ) 83 2 += xxf
 
52. ( ) ( )16ln −= xxf
 

53. ( ) 6ln += xxf
 
54. ( ) xexf 35 −⋅=  
 

55. ( ) 32 2

2 +−⋅= xxexf
 

56. ( ) xxxf 63 2

2 +−=  
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57. ( ) 38573 xxf −⋅=  
 
58. ( ) 6ln3 += xxf  
 
 

5.1. Monotonitás és szélsőérték

1. Vizsgálja meg az ( )xf
függvény helyi szélsıérték pontjait!

 
 

2. Vizsgálja meg az ( )xf
függvény helyi szélsıérték pontjait!

 
 

3. Vizsgálja meg az ( )xf =
szélsıérték pontjait! 

 
 

4. Adott az ( ) 43xxf −−=
intervallumait és helyi széls

 
 

5. Adott az ( ) (32 −⋅= xexf x

függvény? Hol, milyen és mekkora helyi széls
 
 

6. Adott az ( ) ( )21 exxf ⋅+=
függvény? Hol, milyen és mekkora helyi széls

 
 

7. Adott az ( ) 22 2

x

x
xf

+=

csökkenı a függvény? Hol, milyen és mekkora helyi széls
 
 

8. Egy cég nyereségének a függvénye
( ) 2162 3 +−= ddP

(dollárban), ahol d a legyártott és értékesített termékek számát jelenti. Adja meg, hogy 
milyen d értékekre növekszik, illetve csökken a nyereség, ha növeljük a 
meg a nyereség maximumát! 
függvény maximumát!) 
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59. ( ) xxxf 44 55 ⋅=  
 

60. ( )
5

5ln

x

x
xf =

5. Függvényelemzés

zélsőérték vizsgálat 

) 31232 23 +−+= xxx  függvény monotonitását, és adja meg a 
ıérték pontjait! 

) 5243 23 +−−= xxx  függvény monotonitását, és adja meg a 
ıérték pontjait! 

426 xx −=  függvény monotonitását, és adja meg a függvény 

34x−  függvény. Határozza meg a függvény monotonitási 
intervallumait és helyi szélsıérték pontjait!  

)4−  függvény. Mely intervallumokon növekvı
függvény? Hol, milyen és mekkora helyi szélsıértékei vannak a függvénynek?

2xe−  függvény. Mely intervallumokon növekv
y? Hol, milyen és mekkora helyi szélsıértékei vannak a függvénynek?

{ }0\RD f =  függvény. Mely intervallumokon növekv

 a függvény? Hol, milyen és mekkora helyi szélsıértékei vannak a függvénynek?

nyereségének a függvénye 
200004320216 2 −− dd  

a legyártott és értékesített termékek számát jelenti. Adja meg, hogy 
értékekre növekszik, illetve csökken a nyereség, ha növeljük a 

meg a nyereség maximumát! (Vizsgálja a nyereség függvény monotonitását, és adja meg a 

4. Differenciálszámítás 
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függvény monotonitását, és adja meg a 

függvény monotonitását, és adja meg a 

függvény monotonitását, és adja meg a függvény helyi 

függvény. Határozza meg a függvény monotonitási 

függvény. Mely intervallumokon növekvı, illetve csökkenı a 
értékei vannak a függvénynek? 

függvény. Mely intervallumokon növekvı, illetve csökkenı a 
értékei vannak a függvénynek? 

függvény. Mely intervallumokon növekvı, illetve 

értékei vannak a függvénynek? 

a legyártott és értékesített termékek számát jelenti. Adja meg, hogy 
értékekre növekszik, illetve csökken a nyereség, ha növeljük a d értékét, majd adja 

(Vizsgálja a nyereség függvény monotonitását, és adja meg a 
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9. Egy vállalat éves nyereségét a
( ) 10356 3 +−= ddP

függvény adja meg, ahol 
intervallumban növekszik, illetve csökken a nyereség? Adjuk meg a nyereség széls
pontjait, ha tudjuk, hogy egy szerz
maximum 105 db termék el

 
 

10. Egy új illatszer esetén a szakemberek

ahol p az eladási egységárat jelenti euróban,
meg a keresleti függvény monotonitását! Hány euró egységár mellett lesz maximális a 
kereslet, és mekkora a maximális kereslet?

 
 
11. Egy mőhelyben havonta p 

is tudnak. Az összköltséget

( ) 35003402 ++−= pppB

gépek számát úgy, hogy a m

( ) ( ) ( )( )pKpBpN −=  
 
 
12. Egy adott termék termelési költségét a 

bevételt a ( ) 100xxB −=

jelenti. Kapacitási korlátok miatt 
Mekkora termelési mennyiség esetén lesz a nyereség maximális és mekkora a maximális 
nyereség?  
(A nyereség függvény: N

 
 

13. Egy adott termék termelési költségét a 

származó bevételt a (xB

mennyiségét jelenti. Kapacitási korlátok miatt 
Mekkora termelési mennyiség esetén lesz a nyereség maximális és mekkora a maximális 
nyereség?  
(A nyereség függvény: N

 
 
14. Egy bútorgyár havonta 

( ) 16,072784 dddK ++=
esetén lesz a termékenkénti 

( ) ( )







 =
d

dK
dA
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Egy vállalat éves nyereségét a 
1000000504001035 2 +− dd  

függvény adja meg, ahol d a legyártott és értékesített termékek darabszámát jelenti. Milyen 
llumban növekszik, illetve csökken a nyereség? Adjuk meg a nyereség széls

pontjait, ha tudjuk, hogy egy szerzıdés miatt legalább 30 db-ot gyártani kell, és a vállalat 
maximum 105 db termék elıállítására képes!  

Egy új illatszer esetén a szakemberek a ( )     
16

10
2p

p
pQ

+
= keresleti függvényt valószín

az eladási egységárat jelenti euróban,( )    pQ  pedig a keresletet ezer flakonban. Adja 
meg a keresleti függvény monotonitását! Hány euró egységár mellett lesz maximális a 
kereslet, és mekkora a maximális kereslet? 

p db azonos gépet állítanak elı, amelyeket azután mind értékesíteni 
összköltséget ( ) 2000405,1 2 ++= pppK , az 

3500 függvények adják meg. Határozza meg a havonta el

gépek számát úgy, hogy a mőhely nyeresége, ( )pN  

Egy adott termék termelési költségét a ( ) xxK 4500+=  függvény, eladásából szárm

2

4

1
x−  függvény írja le, ahol x az elıállított termék mennyiségét 

jelenti. Kapacitási korlátok miatt x értéke nem lépheti túl a 200-ot. 
Mekkora termelési mennyiség esetén lesz a nyereség maximális és mekkora a maximális 

( ) ( ) ( )xKxBxN −= ) 

Egy adott termék termelési költségét a ( ) 2

10

1
50200 xxxK ++=  

) 2

10

1
100 xxx −=  függvény írja le, ahol x az el

mennyiségét jelenti. Kapacitási korlátok miatt x értéke nem lépheti túl a 140
Mekkora termelési mennyiség esetén lesz a nyereség maximális és mekkora a maximális 

( ) ( ) ( )xKxBxN −= ) 

Egy bútorgyár havonta d darab szekrényt gyárt. Az 
2d  függvény adja meg (ezer Ft-ban). Mekkora termelési szint 

esetén lesz a termékenkénti átlagköltség (A(d)) minimális, és ez hány forintot je
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a legyártott és értékesített termékek darabszámát jelenti. Milyen 
llumban növekszik, illetve csökken a nyereség? Adjuk meg a nyereség szélsıérték 

ot gyártani kell, és a vállalat 

keresleti függvényt valószínősítik, 

pedig a keresletet ezer flakonban. Adja 
meg a keresleti függvény monotonitását! Hány euró egységár mellett lesz maximális a 

, amelyeket azután mind értékesíteni 
, az összbevételt a 

függvények adják meg. Határozza meg a havonta elıállítandó 

 maximális legyen! 

függvény, eladásából származó 

állított termék mennyiségét 

Mekkora termelési mennyiség esetén lesz a nyereség maximális és mekkora a maximális 

 függvény, eladásából 

függvény írja le, ahol x az elıállított termék 

x értéke nem lépheti túl a 140-et. 
Mekkora termelési mennyiség esetén lesz a nyereség maximális és mekkora a maximális 

darab szekrényt gyárt. Az összköltséget a 
ban). Mekkora termelési szint 

d)) minimális, és ez hány forintot jelent? 
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15. Egy gumiabroncs gyártó termelésének 

( )K d d d= + +30 200 0 5 2,
esetén lesz az abroncsonkénti 

( ) ( )







 =
d

dK
dA

 
 
 
16. Egy mosógépeket gyártó cég termelésének összköltségét (dollárban) a

( ) 2500750  2 ++= dddK

esetén lesz a mosógépenkénti átlagköltség, 

( ) ( )







 =
d

dK
dA  

 
 

17. Valamely árucikk iránti keresletet az 

egységárat, ( )xf a hozzá tartozó keresletet jelenti (darabban).

Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel

bevétel? ( ) ( )( xxfxB ⋅=
 
 

18. Valamely árucikk iránti keresletet az 

egységárat, ( )xf a hozzá tartozó keresletet jelenti (darabban).
Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel, és mennyi ennek az értéke? 

( ) ( )( )xxfxB ⋅=  
 
 

19. Valamely árucikk iránti keresletet az 

egységárat, ( )xf a hozzá tartozó keresletet jelenti (darabban).
Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel, és mennyi ennek az értéke? 

( ) ( )( )xxfxB ⋅=  

5.2. Konvexitás és inflexiós pont vizsgálat

Vizsgálja meg az alábbi függvények konvexitását (konvex és konkáv tartományok), és adja meg a 
függvények inflexiós pontjait! 
 
20. ( ) 6024 24 ++−= xxxxf
 

21. ( ) 1327
2

1 24 +−= xxxxf
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Egy gumiabroncs gyártó termelésének összköltségét
2  függvény adja meg, ahol d a napi termelést jelenti. Hány darab 

esetén lesz az abroncsonkénti A(d) átlagköltség minimális, és ez hány dollárt jelent? 

Egy mosógépeket gyártó cég termelésének összköltségét (dollárban) a
2500 függvény adja meg, ahol d a napi termelést jelenti. Hány darab 

esetén lesz a mosógépenkénti átlagköltség, ( )dA minimális, és ez hány dollárt jelent? 

Valamely árucikk iránti keresletet az ( ) xexf 008,045 −⋅=  függvény fejezi ki, ahol 

a hozzá tartozó keresletet jelenti (darabban). 

Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel( )( )xB , és mekkora a maximális 

)x  

Valamely árucikk iránti keresletet az ( ) xexf 01,043 −⋅=  függvény fejezi ki, ahol 

a hozzá tartozó keresletet jelenti (darabban). 
Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel, és mennyi ennek az értéke? 

ánti keresletet az ( ) xexf 04,046 −⋅=  függvény fejezi ki, ahol 

a hozzá tartozó keresletet jelenti (darabban). 
Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel, és mennyi ennek az értéke? 

Konvexitás és inflexiós pont vizsgálat 

Vizsgálja meg az alábbi függvények konvexitását (konvex és konkáv tartományok), és adja meg a 

4  

40−  

22. ( ) 34 10xxxf −=
 

23. ( ) 153 5 += xxxf

5. Függvényelemzés 

14 

összköltségét (dollárban) a 
a napi termelést jelenti. Hány darab 

minimális, és ez hány dollárt jelent? 

Egy mosógépeket gyártó cég termelésének összköltségét (dollárban) a
a napi termelést jelenti. Hány darab 

minimális, és ez hány dollárt jelent? 

függvény fejezi ki, ahol x az 

, és mekkora a maximális 

függvény fejezi ki, ahol x az 

Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel, és mennyi ennek az értéke? 

függvény fejezi ki, ahol x az 

Milyen egységár mellett lesz maximális az árbevétel, és mennyi ennek az értéke? 

Vizsgálja meg az alábbi függvények konvexitását (konvex és konkáv tartományok), és adja meg a 

23 24x+  

124 +x
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5.3. Elaszticitás 

Adja meg a következı függvények adott ponthoz tartozó elaszticitás értékét, és értelmezze a kapott 
eredményt! 
 
24. ( ) xxf 03,0423 −⋅=  0x

 

25. pepf 02,065)( −⋅=  0p

 

26. ( ) pepf 01,062 −⋅=  0p

 

27. ( ) xexf 01,063 −⋅=  0x

 

28. ( ) xexf 08,067 −⋅=  0x

 

29. 
6

100

11

3)(
+−

⋅=
x

exf  0x

 

30. ( ) ( )xxxf 73ln
5

1 2 +⋅=  0x

 
31. ( ) ( )76ln3 2 +⋅= xxf  0x

 
32. ( ) ( )45ln3 2 +⋅= xxf  0x

 
33. ( ) ( )53ln8 2 −⋅= xxf  0x

 

34. ( ) ( )32ln5 2 +⋅= xxf  0x

 

35. ( ) ( )43ln3 4 +⋅= xxf  0x

 

36. ( ) ( )24169 xxf −=  0x

 

37. ( )
2

4
3 +

=
x

xf  0x

 

38. ( )
( )212

5

+
=

x
xf  0x
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 függvények adott ponthoz tartozó elaszticitás értékét, és értelmezze a kapott 

200 =  

1200 =  

700 =  

600 =  

400 =  

40 =  

30 =  

20 =  

30 =  

40 =  

40 =  

10 =  

60 =  

20 =  

50 =  

39. ( )
3

4
2 +

=
p

pD  

 

40. ( )
( )221

4

p
pf

+
=

 

41. ( )xf 1000−=
 

42. (3 35)( −= xxf

 

43. ( ) exxf 02,032 −⋅=
 

44. ( ) exxf 03,057 −⋅=
 

45. xxf x ⋅= 2)(  

 

46. ( )  63 +−⋅= xexxf

 

47. ( )    4 3xexxf −⋅=
 

48. ( )   14⋅= −−exxf x

 

49. ( )   25⋅= +−exxf x

 

50. 
4

2
)(

2 −
=

x

x
xf  

 

51. )(
2

2

−+
=

xx

x
xf

 

52. ( )
2

32

x

x
xK

+=  
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 függvények adott ponthoz tartozó elaszticitás értékét, és értelmezze a kapott 

 30 =p  

 50 =p  

x4−    400 =x  

)5  1x0 =  

x02  100 =x  

x03  500 =x  

 5x0 =  

  40 =x  

      30 =x  

0   ,  >x  20 =x  

0   ,  >x  20 =x  

 5x0 =  

2
 3x0 =  

 20 =x  
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6. 

6.1. Parciális deriválás 

Határozzuk meg a következı függvény
 

1. ( ) 224; 432 −+= yxxyxf
 

2. ( )
2

2
;

y

x
yxf

+=  

 

3. ( )
3

2 2
;

y

yx
yxf

+=  

 
 
Határozzuk meg a következı függvény
 

6. ( )
yxy

yxy
yxf

5

5
;

32

−
+=  

 

7. ( )
yxx

xxy
yxf

2

42

53

62
;

−
+=   

 

8. ( ) xyxyxf 25372; +−=
 

9. ( ) ( 512ln3; 3 +−= xyyyxf
 

10. ( ) 324 425; yxyxeyxf +−=
 

11. ( ) 75 543

2; −+−= xyyxyxf
 
12. ( ) (5

3 ln82),( xyyyxf ⋅+=
 
13. ( ) ( 2

3 ln82),( xyxyxf ⋅+=
 

14. ( ) ( )324
2 34, −⋅= xyyxf  

 

15. ( ) ( )552
2 34, xxyyxf −=  

 

16. ( )
4

32

3

2
,

y

ex
yxf

y+−⋅=  

 

6. Kétváltozós függvények
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 Kétváltozós függvények

 függvények elsı- és másodrendő parciális deriváltjait!

52 +y   
4. ( ) 2 68; xyxf +=

 
5. ( ) 5; 72= yxyxf

 

 függvények elsırendő parciális deriváltjait! 

yx2  

)10+  

2y
 

1−
 

)32 yx +  

)32 y+  

 

17. ( )
7

2

3

4
,

y

x
yxf =  

 

18. ( )
7

2

3

24
,

y

x
yxf

+=

 

19. ( )
3

7
,

4

2

2 −
=

x

y
yxf

 
20. ( 2

3 ln),( xyxf +=
 

21. ( ) xyxf ln, 2
2 ⋅=

 

22. ( ) yyxf3 ln, ⋅=
 
23. ( ) ( 2

3 4ln, xyxf =
 

24. ( ) 5
2 ln, xyxf ⋅=

 

25. ( ) 5
2 3ln, xyxf =

 

26. yyxf 2
2

2

7),( + ⋅=
 

27. ( ) 3 45
1 , xxeyxf −=
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parciális deriváltjait! 

2326 yxy −  

24103 3 +−+− yxxy  

2y
 

2

2

−
 

) 23 6yy ⋅+  

yy 25 −  

yxe 32 +−  

)32 y  

3 4 7yy −⋅  

7 35 7yy −⋅  

xxe 35 4+⋅  

23 1072 yy +⋅  
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28. xxy eyxf 167
2

4

5),( +⋅=  
 

29. ( ) ( )65
1 523, yxyxf y +⋅=

 
 
 
Határozzuk meg a következı függvény
 

32. ( ) 432 5342; xyyxeyyxf −⋅=  
 

33. ( ) 273
1

43

3, +−⋅= yxeyyxf  
 

34. ( ) ( 25
1 662, xyyxyxf −+=

 

35. ( ) 53 783
2 2, yyxyxf −⋅=  

 
 
Határozzuk meg a következı függvény
 
39. ( ) ( 5ln2; 3 +⋅= xyxxyxf
 

40. ( ) ( )352
2 24, yyxyxf −=

 

41. ( ) 84
2 323, xxyyxf −⋅=

 

42. ( ) yxeyyxf 32
3 ln, +−⋅=  

6.2. Kétváltozós függvények szélsőértéke

Határozzuk meg a következı kétváltozós függvény 
 
46. ( ) 46; 2 −−−= yxxyyxf
 
47. ( ) 33; 22 +++= xyyxyxf
 
48. ( ) (214),( +−−−= yxyxf
 

49. ( ) (21),( 2 ++−= yxyxf
 

  

6. Kétváltozós függvények
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30. ( ) (1 36, yxf x ⋅=
 

31. ( ) 45
1 6,

3

yxf xx= −

 függvények x szerinti elsırendő parciális deriváltját!

)4
xy  

 

36. ( ) 83
2 2, xyxf ⋅=

 

37. ( )yxf x3, 67
1

2

⋅= −

 
38. ( ) ln4,1 ⋅=yxf y

 függvények y szerinti elsırendő parciális deriváltját!

)13 8 −− y  

 

3x  

 
43. ( ) ( xyxf 2ln, 5

1 =
 
44. ( ) ( xyxf 4ln, 7

1 =
 

45. ( ) 3 48, xxeyxf −=

Kétváltozós függvények szélsőértéke 

 kétváltozós függvény lokális szélsıértékét! 

82 +y  

2++ y  

)22+  

) 42 −y  

50. ( )1),( 2+= xyxf
 
51. 4),( 2 += xyxf
 
52. 2 32),( xyxf −=
 

53. ( )31),( −= xyxf

6. Kétváltozós függvények 
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)722 83 yx +  

( )23 107ln yy +⋅  

parciális deriváltját! 

53 7yy −  

( )yy 85ln 4 −⋅  

( )152 45 −+ xx  

parciális deriváltját! 

)xyy 53 7 −+  

)xyy 56 3 −+  

23 1065 yy +⋅  

( ) 342 22 −−+ y  

206162 ++− yxy  

33 yxy+  

) ( ) 422 22 −++ y  
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7.1. Határozatlan integrál

7.1.1. Alapszabályok 

[1.] C
n

x
dxx

n
n +

+
=

+

∫ 1

1

 (

[2.] Cxdx
x

+=∫ ln
1

 

[3.] Cedxe xx +=∫  

[4.] C
a

a
dxa

x
x +=∫ ln

 (
[5.] ∫∫ = fccf  (
[6.] ( ) ∫∫∫ ±=± gfgf  

 

1. ∫ 






 +−−+ dx
xx

x x
3

7 46
532

 

2. dx
x

∫ 7 4

1
 

 

3. ∫ ⋅ dxxx 5 3  

 

[7.] C
n

f
ff

n
n +

+
=′⋅

+

∫ 1

1

 (
 

7. ( ) dxx
10

12∫ +  

 
8. dxx∫ +⋅ 532  

 

9. ( ) dxx∫ −⋅ 3 22710  

 

10. ( )∫ −
dx

x 534

3
 

 

11. ∫ −
dx

x 16

8
 

 

12. 
( )∫

−
dx

x4 372

5
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7. Integrálszámítás

Határozatlan integrál 

( )1−≠n  

( )+∈ Ra  

( )R∈c  

dx 4. dxxx∫ ⋅7 3 24  

 

5. dx
x

xx
∫

−
3

2

 

 

6. dx
x

xx
∫

−+ 433

 

( )1−≠n  

 

13. ( )(xx 32 246 ++∫
 

14. dxxx∫ −13 2  

 

15. ( ) (xx 642
34 ⋅+∫

 

16. ∫ +
dx

x

x
6 3

2

14

5
 

 

17. 
( )

dx
xx

x
∫

−

−
5 23

2

126

1015

 

7. Integrálszámítás 
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) dxx
5

42 −  

( )dxx 36 3 +  

dx 
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18. ∫ dx
x

x2ln
 

 

19. dx
x

x
∫

5ln
 

 
 

[8.] Cf
f

f +=
′

∫ ln  

 

22. ∫ −
dx

x41

3
 

 

23. dx
x

x
∫ + 3

5
2  

 

24. ∫ +
dx

x

x

82

5
3

2

 

 
 

[9.] Cefe ff +=′∫  

 
27. ∫

+⋅ dxe x 238  

 

28. ∫
−⋅ dxex x 42

9  

 

29. dxex x

∫
−⋅

351027  

 
 

[10.] ( ) (∫∫ ⋅′−⋅=′⋅ gfgfgf

 
32. ∫ ⋅ dxex x  

 
33. ∫ ⋅ dxex x2  

 
34. ∫ ⋅ dxex x32  
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20. dx
x

x
∫

3ln
 

 

21. ∫ ⋅
dx

xx ln

2
 

 

25. dx
xx

x
∫ ++

+
26

3
2  

 

26. ∫ −
−

dx
xx

xx
35

24

23

25
 

 

30. ( )∫
−⋅− ex xx 32 2

68

 

31. ( )∫
+⋅+ ex x 62 3

105

)g  

 
35. ∫ xdxln  

 
36. ∫ xdxx ln  
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+ dxx 5  

− dxx 26  
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7.1.2. Vegyes feladatok 

37. ∫
+

dx
x

x

4

12

 

 

38. ∫ +
dx

x

x

1

4
2  

 

39. ∫ +
dx

x

x

1

3
2

 

 

40. ∫ +
dx

e

e
x

x

25
 

 
41. ( )∫ + dxee xx 2  

 

42. ∫ + dxee xx 127  

 

43. ( )∫ +
dx

e

e
x

x

3
2

3
 

 

44. ∫ +
dx

e

e
x

x

4 13

5
 

 

45. ∫ dx
x

xln
 

 
46. ∫ xdxx ln2  

 

47. dx
x

∫ 6 5

2
 

 

48. ∫ 






 +−+ dxx
x

x 235
5 5
2  

 

49. dx
x

xx
∫

+−
2

634 2

 

 

50. ∫ −
dx

x

x

103

2
3

2

 

 

51. ( )∫ −
dx

x 816

5
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52. dxxx∫ −⋅ 4 237  

 

53. ∫ −
dx

x

x
3

2

42

8
 

 

54. ( )∫ +
dx

x

x
322

5
 

 
55. ( )dxee xx 22 +⋅∫
 
56. dxe x

∫
−310  

 

57. dxex x
∫

−⋅
32123  

 

58. ∫ dx
x

x

2

ln
 

 

59. ∫ +
+

dx
xx

xx
24

3

23

515
 

 

60. dx
x

xx
∫

−
5

4

4

23
 

 

61. dx
xx

x
∫ −

−
3 2 69

412

 

62. ∫ ⋅
dx

xx 4ln

3
 

 
63. ( )∫ − dxx 752  

 

64. ( ) ex xx 42

105 −⋅−∫
 

65. 
( )∫

+
dx

x5 357

2
 

 

66. ∫ −
dx

x 311

4
 

 

67. xx x
∫ ++ 432( 7
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dx 

dx 

dxx 1+  

 

dxx− )3  
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68. dx
x

xx

∫ 







++⋅

3

1

5
47

2

 

 

69. ∫
+−

dx
x

xx
3

24

2

1048
 

 

70. ∫
+−

dx
x

xx

3

421 4

 

 

71. ∫
+−

dx
x

xx
3

2

2

341
 

 

72. dxxx x

∫
−−− )375( 64  

 

73. ∫
+−

dx
x

xx
3

2

2

563
 

 

74. dx
x∫ +12

3
 

 

75. 
( )

dx
x

x
∫

+3 53

2

8

12
 

 

76. ( ) dxxx 3 732 811 +⋅∫  

 

77. ( )∫ −⋅− dxxxx 20263 54

 

78. ( ) (∫ −⋅− xxxx 243 4233

 

79. dxxx∫ ⋅ 3  

 

80. ∫ −
−

dx
xx

x
4 5

4

202

63
 

 

81. 
( )∫

−
dx

x

x

4 32 42

7
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dx  

) dx
72  

82. ∫ +
dx

x

x
3 5

3

123

4
 

 

83. 
( )

dx
x

x
∫

+5 43

2

8

21
   

 

84. dx
x

x
∫ + 83

2
2  

 

85. ∫ dx
x

x3ln5
 

 

86. dx
xx

x
∫ −

−
42

23
3

2

 

 

87. ∫ −
−

dx
xx

xx
35

24

23

25
 

 

88. dx
x∫ + 3

2
 

 

89. dx
xx

xx
∫ −

−
23

2

34

24
 

 

90. dx
x

x
∫ + 82

6
5

4

 

 

91. ( ) ex x

∫ ⋅+ 42 3

714

 

92. ( ) ex x

∫ ⋅+ 22 1510

 

93. dxex x

∫
−⋅ 422 3

7  

 

94. ex∫ ⋅+ 33 )1024(

 

95. ( ) exx x322 39 ⋅−∫

7. Integrálszámítás 

21 

 

 

dxx+6  

dxxx +93

 

dxxx +53 4

 

dxx2−  
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7.2. Határozott integrál 

7.2.1. Alapszabályok 

[1.] ( ) 0=∫
a

a

dxxf  

[2.] ( ) ( )∫∫ −=
b

a

a

b

dxxfdxxf  

[3.] ( ) ( ) (fdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

+= ∫∫∫

[4.] ( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a

dxxfcdxxcf  

[5.] ( ) ( )( ) ( )∫∫ =+
b

a

b

a

xfdxxgxf

 

7.2.2. Newton-Leibniz szabály

[6.] ( ) ( )[ ] ( )bFxFdxxf b
a

b

a

==∫

 

96. ( )dxxx∫ +−
2

1

2 34  

 

97. 
( )∫

− +

1

1
343

5
dx

x
 

 

98. ∫
−

− +
+2

3
2 23

39
dx

xx

x
 

 

99. ∫
−

−⋅
0

1

15 2

3 dxex x  

 

100. ∫ ⋅
1

0

52 dxex x  

 

101. dx
x

xxx
∫

++2

1

3

3

236
 

 

102. dx
x

xx
∫

++2

1

3

2

328
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( ) ( )bcadxx <<         

) ( )∫+
b

a

dxxgdx  

Leibniz szabály 

) ( )aF−  

 

103. dx
x

xx
∫

++2

1

3

2

724

 

104. ∫ +
+2

1
2 186

2114
dx

xx

x

 

105. ( )∫ −⋅
1

0

4
1 dxee xx

 

106. 
( )∫

+

6

1
3 234

1
dx

x
 

 

107. ( )∫ ⋅+
1

0

32 812 xx

 

108. ( ) (∫ ⋅+
1

0

34 42 xx
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dx 
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+  2 dxx  

( )+3 36 dxx  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

109. ∫ +

1

0
2 13

2
dx

x

x
 

 

110. ∫ +

+2

1
42

3

54

615
dx

xx

xx
 

 

111. ∫ ⋅+
1

0

52 3
6

dxxex  

7.2.3. Improprius integrál 

[7.] ( ) ( )∫∫ ∞→

∞

=
b

a
b

a

dxxfdxxf lim  

[8.] ( ) ( )∫∫ −∞→
∞−

=
b

a
a

b

dxxfdxxf lim  

[9.] ( ) ( ) (∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

+=
0

0

fdxxfdxxf

 

114. ∫
∞

2
2

1
dx

x
 

 

7.2.4. Területszámítás 

117. Határozzuk meg az ( )xf
 
118. Határozzuk meg az ( )xf =
 
119. Határozzuk meg az ( ) =xf

területét az 21 −=x  és az 
 
120. Határozzuk meg az ( )xf

síkrész területét! 
 
121. Határozzuk meg az ( ) =xf

által közrezárt síkrész területét!
 
122. Határozzuk meg az ( )xf

az x tengely által határolt síkrész területét!
 
123. x tengely és az ( ) 2 2= xxf
 
124. x tengely és az ( ) 36xxf =
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112. ( )∫
−

++
1

2

22 3

1421 ex x

 

113. ( )∫
−

++
1

2

22 3

1015 ex x

 

( )dxx  

115. ∫
−

∞−

3

dxex  

 

116. 

2x=  függvény alatti területet az [ ]3;1  intervallumon!

xx 42 −=  függvény és az x tengely által határolt síkidom területét!

22 −+= xx  függvény és az x tengely által határolt síkidom 

és az 32 =x  abszcisszájú pontok között! 

2x=  és az ( ) 2+= xxg  függvények grafikonjai által 

1022 −−= xx  és az ( ) 282 ++−= xxxg függvények 
által közrezárt síkrész területét! 

2x=  függvény, a függvény 2 abszcisszájú pontjába húzott érint
olt síkrész területét! 

2422 −− x  

23 12x−  
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+42 dxx  

+42 dxx  

 ∫
∞

+0
2 5

3
dx

x

x
 

intervallumon! 

tengely által határolt síkidom területét! 

által határolt síkidom 

függvények grafikonjai által  közrezárt 

függvények  grafikonjai 

függvény, a függvény 2 abszcisszájú pontjába húzott érintı és 
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125. x tengely és az ( ) 4= xxf
 
126. x tengely és az ( ) 2= xxf
 

127. x tengely és az ( ) ( −= xxf
 

128. x tengely és az ( ) ( += xxf
 
129. x tengely és az ( ) xxf 3 −=
 
130. ( ) 132 −+−= xxxf   
 

131. ( ) 133 2 ++−= xxxf   
 

132. ( ) 1782 +−= xxxf   

 
133. ( ) 2086 2 −+= xxxf   
 
134. ( ) 2086 2 −+= xxxf   
 

135. ( ) 10073 2 −+= xxxf  
 

136. ( ) 122 +−= xxxf   
 
137. ( ) 432 −−= xxxf   
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20242 ++ xx  

1252 −− x  

) 41 2 −−  

) 12 2 −+  

x4−  

58)( += xxg  

12)( 2 +−= xxg  

( )g x x x= − + −2 14 39 

( ) 2022 +−= xxxg  

( ) 2022 +−= xxxg  

 ( ) 4022 2 −+−= xxxg  

( ) 1+= xxg  

( ) 22 += xxg  

7. Integrálszámítás 
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1. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 2=A  

korlátosság: 
2

1 <≤− na

2. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 2=A  
korlátosság: 21 <≤− na

3. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 
3

1=A  

korlátosság: 
5

3

3

1 ≤< na

4. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 
5

2=A
 

korlátosság: 
5

2

7

1 <≤ na

5. monotonitás: 1 =−+ aa nn

szig. mon. növekedı (tehát az egész sorozat nem monoton).

határérték: 
2

1−=A
 

korlátosság: 89 ≤≤− na

6. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 
4

3=A
 

korlátosság: 
2

7

4

3 ≤< na
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Megoldások 

1. Sorozatok 

( )( ) 0
12

5 >
++

=
nn

, tehát a sorozat szig. mon. növeked

2<  

( )( ) 0
2313

9 >
−+ nn

, tehát a sorozat szig. mon. növeked

2  

( )( ) 0
3235

4 <
++

−
nn

, tehát a sorozat szig. mon. csökken

 

( )( ) 0
2575

9 >
++ nn

, tehát a sorozat szig. mon. növeked

 

( )( ) 0
2927

17 >
−− nn

, ha 5≥n  tehát a sorozat az 5. tagtól kezdve 

 (tehát az egész sorozat nem monoton). 

8  

( )( ) 0
2424

22 <
−+

−
nn

, tehát a sorozat szig. mon. csökken
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, tehát a sorozat szig. mon. növekedı. 

, tehát a sorozat szig. mon. növekedı. 

, tehát a sorozat szig. mon. csökkenı. 

tehát a sorozat szig. mon. növekedı. 

tehát a sorozat az 5. tagtól kezdve 

, tehát a sorozat szig. mon. csökkenı. 
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7. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 
2

5−=A
 

korlátosság: 
2

5 ≤<− na

8. monotonitás: 1 =−+ aa nn

határérték: 
3

1−=A
 

korlátosság: 
2

3 <≤− na

9. monotonitás: 1 =−+ aa nn

szig. mon. csökkenı (tehát az egész sorozat nem monoton).

határérték: 
2

1=A
 

korlátosság: 54 ≤≤− na

10. monotonitás: 1 =−+ aa nn

szig. mon. növekedı (tehát az egész sorozat nem monoton).
határérték: 1=A  

korlátosság: 1
6

5 ≤≤ na  

11. monotonitás: =−+1 aa nn

határérték: 
13

1
lim =

+
−

n

n

korlátosság: 
3

1
0 <≤ na  

12. monotonitás: =−+1 aa nn

határérték: 
12

5
lim =

−
+

n

n

korlátosság:    61 ⇒=a
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( )( ) 0
112

1 <
−+

−
nn

, tehát a sorozat szig. mon. csökken

2−  

( )( ) 0
3123

7 >
−−− nn

, tehát a sorozat szig. mon. növeked

3

1−  

( )( ) 0
7252

9 <
−−

−
nn

, ha 4≥n  tehát a sorozat a 4. tagtól kezdve 

 (tehát az egész sorozat nem monoton). 

5 

( )( ) 0
21

2 >
++

−
nnn

n
, ha 3≥n  tehát a sorozat a 3. tagtól 

 (tehát az egész sorozat nem monoton). 

 

( ) ( ) ⇒>
+⋅+

=
+
−−

+
=    0

1343

4

13

1

43 nnn

n

n

n
 szig. mon. növeked

3

1=
 

 

( ) ( ) ⇒<
−⋅+

−=
−

+−
+

+=    0
1212

11

12

5

12

6

nnn

n

n

n
 szig. mon. csökken

2

1=
 

6
2

1
   ≤<⇒ na  

Megoldások – 1. Sorozatok 

26 

, tehát a sorozat szig. mon. csökkenı. 

szig. mon. növekedı. 

tehát a sorozat a 4. tagtól kezdve 

sorozat a 3. tagtól kezdve 

szig. mon. növekedı 

szig. mon. csökkenı 
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13. monotonitás:
 

=−
2

1
aa nn

határérték: 
22

21
lim

+
−
n

n

korlátosság:    
4

1
1 ⇒−=a

14. monotonitás:
 

=−
4

4
aa nn

határérték: 
14

64
lim

−
+

n

n

korlátosság:    
3

10
1 ⇒=a

15. monotonitás:
 

=−+1 aa nn

határérték: 
23

lim
2

2 −
n

n

korlátosság:       11 ⇒=a

16. 0=A  

17. −∞=A  

18. 
2

7−=A  

19. +∞=A  

20. 
3

4=A  

21. 
4

1−=A  

22. 
5

11−=A  

23. 
11

5−=A  

24. 
7

9=A  

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 
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( )
( ) ( )( ) ⇒<

++
−=

+
−−

++
+−

   0
2242

6

22

21

212

121

nnn

n

n

n
 

1−=
 

4

1
a1-   n −≤<⇒  

( )
( ) ( )( ) ⇒<

−+
−=

−
+−

−+
++

   0
1434

28

14

64

114

614

nnn

n

n

n
 szig. mon. csökken

1=
 

3

10
a1   n ≤<⇒  

( )
( ) ( ) ⇒>

+
+=−−

+
−+

   0
1

2423

1

213
222

2

2

2

nn

n

n

n

n

n
 szig. mon. növeked

3
2 =  

3a1   n ≤<  

 
4

1=A  

 0=A  

 0=A  

 −∞=A  

 +∞=A  

 +∞=A  

 0=A  

 +∞=A  

 
2

3=A  

 
4

1−=A  

 
8

1=A  

36. 0=A  

37. 0=A  

38. 
27

4=A  

39. 49−=A  

40. 
3

2=A  

41. +∞=A  

42. −∞=A  

43. 3−= eA  

44. 5eA =  

45. eA =  

46. 6−= eA  
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 szig. mon. csökkenı 

szig. mon. csökkenı 

szig. mon. növekedı 

47. 4−= eA  

48. 12eA=  

49. 3−= eA  

50. 8−= eA  

51. 0=A  

52. 0=A  

53. +∞=A  

54. 5−= eA  

55. +∞=A
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56. 
6

5
1

3
1

lim
5

3
lim

n

n
n

n
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 −




 +
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−
+

57. 
3

1
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lim
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lim

n

n
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n
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lim
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4 833
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+++

nn

nnn
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lim

249
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4 83 +
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79. 0=A  0n
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2. Pénzügyi számítások 

eFT 745,5713
15,1

250

15,1

250
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250
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=++  

eFt 431,5268  

Megoldások – 1. Sorozatok 

30 

101=  

6=  

377=  

3255=  

41=  

250 =  

210 =  

9999=  

1553=  

489=  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

c. eFt 5500  
A b. ajánlat a legjobb. 
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0 

224
2

2

=+⋅=′
x

xx-x
xf

 1−<x  
( )xf ′  +  
( )xf  ↑  

 
 MAX
 

8. ( ) 43202162 23 −+−= dddP

( ) 43204326 2 −+−=′ dddP
 

 120 <≤ d
( )dP′  ─ 

( )dP  ↓  
 

 

9. ( ) 5040010356 23 −+−= dddP

( ) 207018 2 −+−=′ dddP
 

 30 <≤ d
( )dB′  ─ 

( )dB   ↓  
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 0<x  0=x  0>x  
( )xf ′  +  0  ─ 

( )xf  ↑  MAX ↓  

( )0;1MAX  

{ }0\R  

1    1022       0 21
2 =−=→=− xxx  

1−=x  01 <<− x  10 << x  1=x  
0  ─ ─ 0  

MAX ↓  ↓  MIN  

( )1;-4-MAX  ( )1;4MIN  

200004320 −d  

60d     12d       04320 21 ==⇒=  

12 12=d  6012 << d  60=d  
0  +  0  

MIN ↑ MAX 

  ( ) MAX   -20000 →=P

100000050400 +d  

80d     35d       050400 21 ==⇒=  

35 35=d  8035 << d  80=d  80 <
0  +  0  

MIN ↑  MAX 

( )35;246625MIN  ( )80;520000MAX  

257500 (P

60 80

Megoldások – 5. Függvényelemzés 

39 

1>x  
+  

↑  

60>d  
─ 

↓  

( )60;66400MAX  

105≤d  
─ 

↓  

( ) 173125105 =  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

 

10. ( )
216

10

p

p
pQ

+
=  

( ) ( )       0
16

10160
22

2

=
+
−=′

p

p
pQ

 
 

Q

Q
 

 
 

11. ( ) 2000405,1 2 ++= pppK

( ) 3005,2 2 ++−= pppN
 

 
(xN′

(xN
 

 
 

12. ( ) xxK 4500+= , ( ) 100xB =

( ) 50096
4

1 2 −+−= xxxN

( )       096
2

⇒=+−=′ x
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 ( )105;173125MIN   

4           =⇒ p  

40 <≤ p  4=p  4>p  

( )pQ′  +  0  ─ 

( )pQ  ↑ MAX ↓ 










4
5

4;MAX  

2000, ( ) 35003402 ++−= pppB  ( ) (( pBpN =

1500 ( ) 60    03005 =⇒=+−=′ pppN

600 <≤ x  60=x  60>x  
)x  +  0  ─ 

)x  ↑  MAX  ↓  

( )10500,60MAX  

2

4

1
100 xx −  ( ) ( ) ( )( )xKxBxN −=  

500 

192 =⇒  x  

1920 << x  192=x  200192 << x  
 +  0  ─ 

 ↑ MAX ↓  

( )192;8716MAX  
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13. ( ) 2

10

1
50200 xxxK ++=

( ) 20050
5

1 2 −+−= xxxN

( )       050
5

2
⇒=+−=′ x

xN

 
 

( )xN ′
( )xN  

 
 

14. ( ) 16,072784 dddK ++=

( ) d
d

dA 16,072
784 ++=  

 
 

(dA′
(dA

 

 
 

15. ( ) 25,020030 dddK ++=

( ) d
d

dA 5,0
200

30 ++=  

 
 

(dA′
(dA

 

 
 

16. ( ) 2500750  2 ++= dddK

( )
d

ddA
2500

750++=  

 
 

(dA′
(dA
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, ( ) 2

10

1
100 xxxB −=  ( ) ( ) ( )( )xKxBxN −=  

200 

125 =⇒  x  

1250 << x  125=x  140125 << x  
 +  0  ─ 

 ↑ MAX ↓  

( )125;2925MAX  

2d  ( ) ( )







 =
d

dK
dA  

  ( )             016,0
784

2
⇒=+−=′

d
dA

700 <≤ d  70=d  70>d  
)d  ─ 0  +  

)d  ↓  MIN  ↑  

( )4,94,70MIN  

2  ( ) ( )







 =
d

dK
dA  

  ( ) d            05,0
200

2
⇒=+−=′

d
dA

200 <≤ d  20=d  20>d  
)d  ─ 0  +  

) ↓  MIN  ↑  

( )50,20MIN  

2500 ( ) ( )







 =
d

dK
dA  

  ( ) d            0
2500

1
2

=⇒=−=′
d

dA

500 <≤ d  50=d  50>d  
)d  ─ 0  +  

)d  ↓  MIN  ↑  

( )850;50MIN  

Megoldások – 5. Függvényelemzés 

41 

70d     =  

20d =  

  50=  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

17. ( ) xexf 008,045 −⋅=  ((B

( ) xexxB 008,045 −⋅=  (′B
 

 
(xB′

( )xB
 
 
 

18. ( ) xexf 01,043 −⋅=  ((B

( ) xexxB 01,043 −⋅=     ( )′ xB
 

( )xB′
( )xB

 
 

 

19. ( ) xexf 04,046 −⋅=  ((B
( ) xexxB 04,046 −⋅=  (′B

 
 

(xB′
(xB

 
 

 

20. ( ) 6024 24 ++−= xxxxf

( )      60484 3 →+−=′ xxxf
 

 <x
( )xf ′′  +

( )xf  konvex

 
 

 

21. ( ) 1327
2

1 24 +−= xxxxf

( )      13542 3 ⇒+−=′ xxxf
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( ) ( ) )xxfx ⋅=  

( ) ( )       0008,055 008,04008,04 =−⋅⋅+⋅= −− exex xx

1250 <≤ x  125=x  125>x  
) +  0  ─ 

) ↑ MAX ↓  

( )125;100,43MAX  

( ) ( ) )xxfx ⋅=  

) ( )         001,033 01,0401,04 ⇒=−⋅⋅+= −− xexe xx

1000 <≤ x  100=x  100>x  
) +  0  ─ 

 ↑ MAX ↓  

( )6100;6025,6MAX  

( ) ( ) )xxfx ⋅=  

( ) ( )          004,066 04,0404,04 ⇒=−⋅⋅+⋅= −− xx exex

250 <≤ x  25=x  25>x  
)x  +  0  ─ 

)x  ↑ MAX ↓  

( )25;51,09MAX  

4+  

( )        2     04812 21
2 =−=→=−=′′→ xxxxf

2−<  2−=x  22 <<− x  2=x  2>x  
+  0  ─ 0  +  

konvex INFL. konkáv INFL. konvex

( ) ( )44;2INFL            2;-196-INFL 21  

40−  

( )        3         0546     1
2 −=⇒=−=′′⇒ xxxxf
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 <x
( )xf ′′  +

( )xf  konvex

 

 
 

22. ( ) 234 2410 xxxxf +−=  

( )      48304 3 ⇒+−=′ xxxf
 

 <x
( )xf ′′  +

( )xf  konvex

 

 
 

23. ( ) 12153 45 ++= xxxf  

( )           6015 34 ⇒+=′ xxxf
 

 <x
( )xf ′′  ─

( )xf  konkáv

 
 

 

24. ( ) ( 02ln23 03,04 −⋅⋅⋅=′ − xxf

( )  2320 4,3⋅=f  

 
 

25. ( ) ( 02,05 02,06 −⋅⋅=′ − pepf

( ) 6,35120 ef ⋅=  
 
 

26. ( ) ( 01,02 01,06 −⋅⋅=′ − pepf

( ) 3,5270 ef =  
 
 

27. ( ) ( )01,03 01,06 −⋅⋅=′ − pexf

( ) 4,5360 ef =  
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3−<  3−=x  33 <<− x  3=x  3>x  
+  0  ─ 0  +  

konvex INFL. konkáv INFL. konvex

( ) ( )5,203;3INFL         281,53;INFL 21 −−−  

 

( ) 1         0486012     1
2 =⇒=+−=′′⇒ xxxxf

1<  1=x  41 << x  4=x  4>x  
+  0  ─ 0  +  

konvex INFL. konkáv INFL. konvex

( ) ( )0;4INFL                   1;15INFL 21  

( )        3         018060     1
23 −=⇒=+=′′ xxxxf

3−<  3−=x  03 <<− x  0=x  0>x  
─ 0  +  0  +  

konkáv INFL. konvex  konvex

( )3;498-INFL1  

)03,0  ( ) ( ) 03,02ln2320 4,3 −⋅⋅⋅=′f  

( ) ( )
 23

20  03,02ln23
20

4,3

4,3

=
⋅

⋅−⋅⋅⋅=E

)02  ( ) 6,31,0120 ef ⋅−=′  

( ) 4,2120 −=E  

)01  ( ) ( )01,0270 3,5 −⋅=′ ef  

( ) 7,070 −=E  

)01  ( ) ( )01,0360 4,5 −⋅=′ ef  

( ) 6,060 −=E  
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28. ( ) ( 08,07 08,06 −⋅⋅=′ − pexf

( ) 8,2740 ef =  
 
 

29. 


−⋅⋅=′
+−

100
3)(

6
100

11
x

exf

( ) 6
100

44

34
+−

⋅= ef  

 
 

30. ( ) 735

76
 )(

2 xx

x
xf

+⋅
+=′  

( )  48ln
5

1
3 ⋅=f  

 
 

31.   
76

36
)(

2 +
=′

x

x
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( )  31ln32 ⋅=f  

 
 

32. ( )
45
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2 +

=′
x

x
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( ) 49ln33 =f  
 
 

33. ( )
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2 −

=′
x

x
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34. ( )
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2 +

=′
x

x
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( ) 35ln54 ⋅=f  
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5

1
485

25

3 =⋅
⋅

⋅=E  

( )  
31

72
2 =′f  

( ) 45,0
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192
4 =′f  

( ) 59,04 =E  

( )
35
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41. ( )
x

xf
41000

2

−
−=′  

( ) 84040 =f
  

 

42. ( ) ( ) 53-5x
3

5
3

2
⋅⋅=′ xf  

      32)1( 3=f  

 
 

43. ( ) exexf x 22 302,03 ⋅+⋅=′ −

( )  6,110 8,2ef ⋅=′  

 
 

44. ( ) 77 503,05 ⋅+⋅=′ − x exexf

( ) 5,35,350 ef ⋅−=′  
 
 

45. ( ) x2xln22 +⋅⋅=′ xxf  

      25)5( 5⋅=f  
 
 

46. ( ) 6363 ⋅⋅+=′ +−+− xx exexf

( ) 644 −⋅= ef  
 
 

47. ( ) xx exexf 33 12-4 −− ⋅⋅=′

( ) 9123 −= ef  
 
 

48. ( ) (1414 ⋅⋅+=′ −−−− xx exexf

( ) 922 −⋅= ef  
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( )
840

2
40 −=′f  

( ) 0952,040 −=E  

( ) 3 4
3
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1 ⋅=′f  

( ) 16,4
8
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3
25
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( ) ( )xe xx 02,01202,0 02,0302,03 −⋅=−⋅ −−  

( )  2010 8,2ef ⋅=   ( )
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6,1
10 =E

( )03,003,05 −⋅− x  

( ) 5,335050 ef ⋅=   ( ) ,050 −=E

 ( ) ( ) 1ln2525 5 +⋅⋅=′f  

( ) 4,471ln255 =+⋅=E  

( )3−  ( ) 6114 −⋅−=′ ef  

( ) 114 −=E  

 ( ) 9323 −−=′ ef  
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( )4−  ( ) 972 −⋅−=′ ef  

( ) 72 −=E  
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49. ( ) 2525 ⋅⋅+=′ +−+− xx exexf

( ) 822 −⋅= ef  
 
 

50. ( ) ( )22

2

4
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−

−−=′
x

x
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21

10
)5( =f

 
 

51. ( ) ( )
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2

2

22
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xxx
xf
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4

322 23
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xxx
xK

+−⋅=′

( )
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1. ( ) (x yxxyxf −+=′ 224; 432

( ) (y yxxyxf −+=′ 24; 432

( ) ( ) xxx yxxyxf
′

+=′′ 4268; =

( ) ( ) yyy yxyxf
′−=′′ 28; 33 =

( ) ( ) yxy yxxyxf
′+=′′ 4268;

( ) ( ) xyx yxyxf
′−=′′ 28; 33 =
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2. ( ) ((
2

2
; =

′








 +=′ x
y

x
yxf xx
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2
; =
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x
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′

=′′ −
xxx yyxf  
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) xy
′

+ 52 24 328 xyx ⋅+= 4268 yxx+=  

) yy
′+ 52 242 33 −⋅= yx 28 33 −= yx  

xy 268 4 ⋅+= 4128 xy+=  
23 38 yx ⋅ 2324 yx=  

32 46 yx ⋅= 3224 yx=  
23 38 xy ⋅ 3224 yx=  

( ) ( )yxfyx yx ;; ′′=  

) ) 222 12 −−− =⋅=
′

⋅+ yyy x  

) ) ( ) ( ) 332 42222 −−− −−=−⋅+=
′

⋅+ yxyyxyx y
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10. ( ) ( )yxyx
x eyxf

′
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( ) ( )yxyx
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13. ( )yxyxf x ln2),( 32
3 +⋅=′

( )32
3 ln8),( yxyxf y ++⋅=′

 

14. ( ) ( xyyxf x 43, 24
2 −⋅⋅=′

( ) ( )23
2 344, −⋅=′ xyyxf y

 

15. ( ) ( 354, 52
2 −⋅⋅=′ xyyxf x

( ) ( )55
2 38, xxyyxf y −=′

 
 

16. ( )
4

32

3
2

,
y

e
yxf

y

x

+−⋅=′  

( )
32

3

32
,

yex
yxf

y

y

⋅⋅⋅=′ +−

 
 

20. 
323 62

1
),( x

yx
yxf x ⋅⋅

+
=′

y
yx

yxf y 3
1

),( 2
323 ⋅⋅

+
=′

 

21. ( ) yx
x

yxf x 2
1

, 5
22 −⋅⋅=′

( ) (
2

1
ln, 52

2 −⋅⋅=′ yxyxf y

 

Megoldások – 6. Kétváltozós függvények

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

x

′ ( )22342 645
2324

xyxe yxyx −⋅= +−  

y

′ ( )yyxe yxyx 825 442 2324

+⋅= +−
 

x ( )442175 5152ln2
543

xyxxyyx +⋅⋅= −+−  

y ( )7202ln2 33175 543

−⋅⋅= −+− yxxyyx

 

x
y

2
1

32
⋅

+
 

) ( ) 2
32

532 3
1

82 y
yx

yyyx ⋅
+

⋅+++
 

( ) x
yx

yx 2
1

82
32

⋅
+

⋅++  

( ) 2
32

3
1

82 y
yx

yx ⋅
+

⋅++
 

) x83
2

−  

)3
 

) ( )353 44
−⋅ xx  

 

8

3324 42

y

yexy y ⋅⋅− +−

17. ( )3
8

,
y

yxf x =′

( )3 , yxf y −=′

 

18. ( )3
8

,
y

yxf x =′

( )3

2
, yxf y =′

 

19. ( )2 , yxf x −=′

( )
3

,2 =′ yxf y

26y  

( ) yyxy 12ln6 322 ⋅++⋅
 

y2−  

) ( )252 42

1

−⋅− −
yy

22. ( ) ln,3 =′x yyxf

( ) 1
, 2

3 ⋅=′ −
y e

y
yxf

6. Kétváltozós függvények 

49 

7

8

y

x
 

8

228
y

x−
 

7

8

y

x
 

( )
14

627 7242

y

yyxy ⋅+−

 

( )
3

24

2

12
23

7
x

x

y ⋅
−

−  

23

14
4 −x

y

 

( )232 −⋅⋅ +− yxe  

3ln 3232 ⋅⋅+ +−+ yxyx ey
 



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

23. ( ) 3
323 8

4

1
, xy

yx
yxf x ⋅=′  

( ) 2
323 12

4

1
, yx

yx
yxf y ⋅=′

 

24. ( ) 3 44
52 5

1
, yx

x
yxf x ⋅⋅=′

( ) (
3

1
ln, 45

2 −⋅⋅=′ yxyxf y

 

25. ( ) 7 34
52 15

3

1
, yx

x
yxf x ⋅⋅=′

( ) (
7

1
3ln, 35

2 −⋅⋅=′ yxyxf y

 
 

29. ( ) ( 5
1 5263, xyxf y
x +⋅⋅=′

( ) (23ln3, 5
1 +⋅⋅=′ xyxf y

y

 

30. ( ) ( xyxf x
x 36ln6, 2

1 +⋅⋅=′

( ) ( yxyxf x
y 8376, 2

1 +⋅⋅=′
 

31. ( ) 45
1 6ln6,

3

yxf xx
x ⋅⋅=′ −

( )
y

yxf xx
y 107

1
6,

3
45

1

3

+
⋅=′ −

 

32. ( ) ( 5342;
432

eyyxf xyyx
x ⋅=′ −

 

33. ( ) 273
1 3,

43

eyyxf yx
x ⋅=′ +−

 

34. ( ) ( yxyxf x 624, 25
1 −+⋅=′

 
 

37. ( )yxf x
x 143ln3, 67

1

2

⋅⋅=′ −

 

38. ( )
451

52

1
4,

xx
yxf y

x +
⋅=′

 

39. ( ) (( 23 5ln2; yxxyxf y +⋅=′

 

Megoldások – 6. Kétváltozós függvények

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

 

2

 

4 7y−  

) ( )747 33

2

−⋅−
yy

3 7y−  

) ( )737 27

6

−⋅− −
yy

26. 7),( 2
2

2

=′ +yxf y
x

y
y yxf 2

2

2

7),( +=′
 

27. ( ) 3 45
1 , x
x eyxf −=′

( ) eyxf xx
y , 45

1

3

=′ −

 

28. 5),(2 ⋅=′ eyxf y
x

y
y yxf2 ln5),( ⋅=′

 
 

) 45
105 xy ⋅  

) ( ) 552635
556 ⋅+⋅⋅++ yxy y

 

) ( ) xyxy x 683768
627

⋅+⋅⋅++  

) yy 16
62 ⋅

 

( ) ( )232 107ln415 yyx +⋅−⋅  

( )yy
y

2021
10

2
2

+⋅
 

) ( )422534 592
4324

yyxey xyyx
x −⋅=

′ −  

29x⋅  

) ( )yxxy 6106 43
−⋅−  

35. ( )2 ,x yxf =′

 

36. ( )2 3,x yxf =′

( )yyx 85ln14 4 −⋅  

( )34
4

2010
1

xx +⋅
−

 

)) ( 3
83

8 2
135

1
2135 yx

yxyx
xyx y −−+

⋅=′−−

6. Kétváltozós függvények 

50 

( )320 3352 4

+⋅⋅ + xe xx  
xxey 352 4

27ln +⋅⋅⋅
 

( ) 23 10724 2415 yyx x +⋅−⋅  

( )yyyyx 10212ln2 2107 23

+⋅⋅⋅ +

( )1628 3167 4

+⋅+ xe xx  
xxe 167 4

5ln +⋅
 

53 782

1

2
2

3 yyx −⋅⋅  

53 782 23 yyx −⋅⋅  

)724yy −  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

40. ( ) ( )234,
252

2 −⋅=′ yyxyxf y

 

41. ( ) 83
2 3212, xyyxf y −⋅=′

 

42. ( ) ln
1

, 32
3 +⋅=′ +− yx

y ye
y

yxf

 

45. ( ) eyxf yyxx
y 5, 10648 33

⋅=′ +−

 
46. ( ) 42; −−=′ xyxf x  

( ) 62; +−=′ yyxf y  





=+−
=−−

062

042

y

x
 ⇒  =x

P

( ) 2; −=′′ yxf xx  
( ) 2; −=′′ yxf yy  
( ) 0; =′′ yxf xy  

( ) ( ) ( ;;; xfyxfyxD yyxx ′′⋅′′=

( ) ( ) 0223;2 2 =−−⋅−=−D

( ) 02; <−=′′ yxf xx  ⇒  

( )5;3;2 −−MAX  
 
47. Lokális szélsıértéke ott lehet a függvénynek, ahol az els

egyenlık. 
( ) yxyxf x 36; +=′  
( ) 132; ++=′ xyyxf y  







=++
=+

0123

036

yx

yx

 







=++
=+

0123

02

yx

yx

 
xy 2−=→  

( ) 01223 =+−+ xx  

1

01

0143

=
=+−

=+−

x

x

xx

 

2

12

−=
⋅−=

y

y

 
( )2;1−P  stacionárius pont (itt lehet széls

Megoldások – 6. Kétváltozós függvények

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

( )25 42
−⋅ y  

33x  

332 ⋅⋅ +− yxey  

43. ( )
x

yxf y 2
21

,
51 +

=′

 

44. ( )
x

yxf y 4
18

,
71 +

=′

( ) ( )yyy 20185ln 22

+⋅⋅  

2−=  3=y  

( )3;2−  stacionárius pont (itt lehet szélsıérték)

) ( )[ ] 2 ;; yxfy xy′′−
 

04 >=  ⇒  van szélsıérték 
 maximum van 

értéke ott lehet a függvénynek, ahol az elsı parciális deriválta

pont (itt lehet szélsıérték) 

6. Kétváltozós függvények 

51 

xyy

xy

53
521

7

6

−+
−

 

xyy

xy

56
518

3

2

−+
−

 

ıérték) 

 parciális deriváltak nullával 



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

( ) ( )
( ) ( )123;

636;

′++=′′

=′+=′′

yy

xxx

yxyxf

yxyxf

( ) ( ) 336; =′+=′′ yxy yxyxf

( ) ( ) ( ;;; xfyxfyxD yyxx ′′⋅′′=

( ) 33262;1 2 =−⋅=−D  
D pozitív, tehát van szélsı
(Ha D negatív, nincs szélsı
A szélsıérték jellegét az f

Mivel ( )2;1−′′xxf  pozitív, ezért a 

Minimumérték: 

( ) ( ) 32132;1 22 +−+⋅=−f

( )1;2;1−MIN  
 
48. 022 =+−=′ xf x  

042 =−−=′ yf y   

2−=′′xxf  2−=′′yyf  

⇒>=      04D  MAX
 

49. ( ) (21),( 2 ++−= yxyxf

         022 ⇒=+−=′ xxf x

        024 =⇒=+=′ yyf y

2=′′xxf  2=′′yyf  

⇒>=      04D  MIN
 
50.          022 =⇒=+=′ xxfx

( ) pont stac.  2;1−P  

2=′′xxf  8=′′yyf  

( )3;2;1 −−MIN  
 

51.          0168 ⇒=−=′ xxf x

        062 =⇒=+=′ yyf y

8=′′xxf  2=′′yyf  

 
52. 034 =−=′ yxf x  

033 2 =+−=′ yxf y   

        6      4 =′′=′′ xyyyxx fyff

091 <−=D  → nincs széls

Megoldások – 6. Kétváltozós függvények

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

2

6

=′
y  

3
 
) ( )[ ] 2 ;; yxfy xy′′−

 

D pozitív, tehát van szélsıérték 
(Ha D negatív, nincs szélsıérték.) 

( )2;1−′′xxf  elıjele dönti el. 

pozitív, ezért a ( )2;1−P  pontban minimum van. 

( ) ( ) 122213 =+−+−⋅⋅  

( ) pont stac.  2,1−P  

 0=′′xyf  

( )4;2;1−MAX  

) 42 −y  

1=   

2−=  ( ) pont stac.  2,1−P  

0=′′xyf  

( )4;2;1 −−MIN  

1−=  2        0168 =⇒=−=′ yyf y  

0=′′xyf    016 >=D  

2=  

3−=   ( ) pont stac.  3;2 −P  

0=′′xyf  ⇒>=      016D  MIN

( ) 








4

3
,

16

9
      0,0 21 PP  

3−=′′xyf  

nincs szélsıérték 

6. Kétváltozós függvények 

52 

( )5;3;2 −−MIN  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

092 >=D  04 >=′′xxf

 

53. ( ) ( 2231),( 2 ++−= xyxf

( )          0316 ⇒=−−=′ xf x

( )         0224 ⇒=+=′ yyf y

18=′′xxf  8=′′yyf  

1 – 36. feladatok: Órai megoldásra javasoltak.
 

37. Cxx ++ ln
4

1

8

1 2  

 

38. Cx ++1ln2 2  

 

39. Cx ++13 2  
 

40. Cex ++ 25ln
5

1
 

 

41. 
( )

C
ex

++
2

2
2

 vagy e
2
1

 

42. ( ) Cex ++ 2

3

12
3

7
 

 

43. ( ) C
ex

+
+

−
2

22

3
 

 

44. ( ) Cex ++⋅ 4 3
13

9
20

 

 

45. C
x +

2

ln2

 

 

46. Cxxx +− 33

9
1

ln
3
1

 

 

Megoldások – 6. Kétváltozós függvények

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

0  








128

27
;

4

3
;

16

9
MIN

 

) 42 2 −y  

3

1
   =x  

1−=y
 

pont stac.  1,
3

1







 −P  

0=′′xyf  ⇒>=      0144D  MIN

7. Integrálszámítás 

: Órai megoldásra javasoltak. 

Cexx ++ 22  

47. Cx +⋅ 6

1

12  
 

48. 
x

x

x

+−+−
25ln

55 6

 

49. xxx +− ln3
2

32

 

50. Cx +−103ln
9

2 3

51. ( )x +−− −716
42

5

 

52. ( ) Cx +−− 4

5
23

5

14

 

53. x +−− 342ln
3

2

 

54. ( ) Cx ++−
−222

4

5

 

55. ( ) Cex ++ 2
1  

 

56. Ce x +⋅ −310

10

1
 

 

6. Kétváltozós függvények 

53 








 −− 4;1;
3

1
MIN

 

Cx ++ 2  

C+  

C  

C+  

C  

C  

C  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

57. Ce x +⋅− − 321

2

1
 

 

58. ( ) Cx +2

3

ln
3

1
 

 

59. Cxx ++ 24 23ln
4

5
 

 

60. C
x

x ++
36

1
ln

4

3
 

 

61. ( ) Cxx +− 3

2
2 69  

 

62. C
x

+−
3ln

1
 

 

69. xdx
x

xx −=






 +−∫
− 2

5
24 3

 

70. ∫ =
















+−
−

dx
xx

x 3

4

3

2

3

1 2

1
3

71. dxx
xx

=









+−

−

∫ 2

32

2

1 2

5

3

72. c
x

x
x

+
−

−−
−

5

3

7ln

7 5
5  

73. dxx
x

x =









+−⋅∫

−−

2

53

2

3 2

5
3

74. ( ) (
dxx ⋅=+⋅⋅ ∫

− 2

2

3
122

2

3
2

1

75. ( ) dxxx ⋅=+⋅⋅ −

∫ 4834 3

5
32

76. ( ) dxxx =+⋅⋅ ∫ 3

11
83

3

11
3

7
32

Megoldások 

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

63. 
( )

C
x +−
16

52 8

 

 

64. Ce xx +⋅ +− 142

2

5
 

65. ( ) Cx ++ 5

2

57
7

5
 

 

66. Cx +− 311ln
11

4

 

67. 
xx x

−
++ 4

3ln

3

8

2 8

 

68. 
xxx

++⋅
3

ln

154ln

47 3

cxxx ++−− ln522  

++− c
xxx

3

8

63

ln 4

 

c
x

x
x +

−
⋅+−

−
⋅

−−

2

32

3
ln2

22

1 2

3
2

 

c
x

x
x +

−
⋅+−

−
⋅=

−−

2

32

5
ln3

22

3 2

3
2

 

)
c

x ++

2

1
12 2

1

 

( )
c

x +
−

+
−

3

2
8 3

2
3

 

( )
c

x ++⋅

3

10
811 3

10
3

 

Megoldások – 7. Integrálszámítás 

54 

 

C  

c
x +

−

2

2

 

c
x

+
3



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

77. ( )( xxx −−⋅ ∫ 2022010
10

3 54

78. ( ) ( xxxx −⋅−⋅ ∫ 4288
8

3 43

79. C
x

dxx +=∫
3

5

3

5

6 4  

80. ( )( xxx −−∫ 2022010
10

3 54

81. ( ) dxxx =−⋅⋅ ∫
−

4

7
424

4

7
4

3
2

82. ( ) dxxx +⋅⋅ ∫
−

12315
15

4
3

1
53

 

83. ( ) dxxx =+⋅⋅ ∫
−

7837  5

4
32

 

84. c
x

+
+

3

83ln 2

 

 

85. c
x +

4

ln5 4

 

 

86. xdx
xx

x ⋅=
−
−⋅ ∫ 2ln

2

1

42

46

2

1
3

2

 

87. dx
xx

xx ⋅=
−
−

∫ 35

24

ln
3

1

23

615

15

5

 
 
88. cx ++⋅ 3ln2  

 

89. (dx
xx

xx ⋅=
−
−⋅ ∫ 23

2

4ln
3

1

34

612

3

1

 

Megoldások 

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

) ( )
c

xx
dxx +−=

2

3
202

10

3 2

3
5

2

1

 

) ( )
c

xx
dxx +−⋅=

2

9
42

8

3 2

9
24

2

7
2  

) ( )
C

xx
dxx +−=−

4

3
202

10

3 4

3
5

4

1

 

( )
c

x +−⋅

4

1
42 4

1
2

 

( )
c

x ++⋅=

3

2
123

15

4 3

2
5

 

( )
c

x ++⋅

5
1

8
7

5

1
3

cxx +− 43  

cxx +− 35 23ln

) cxx +− 23 34  

90. dx
x

x =
+

⋅ ∫ 82

10

10

6
5

4

 

91. ( ) ex ⋅+⋅ ∫
2 612

6

7

 
 

92. ( ) ex x⋅+⋅ ∫
22 96

3

5

 

93. dxex x⋅⋅ −
∫

422 3

6
6

7

 

94. ce xx +⋅ +53 4

2  
 

95. ( )∫ ⋅− exx2 26
2

3

 

96. 32
3

2
3









+− xx

x

Megoldások – 7. Integrálszámítás 

55 

cx ++⋅= 82ln
10

6 5  

cedxe xxxx +⋅= −+ 6464 33

6

7

cedx xxxx +⋅= ++ 929 33

3

5
 

cedx x +⋅= −42 3

6

7
 

+⋅= −− cedx xxxx 233 22

2

3

3

2
2 

1 

−=  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

97. ( )
(3

 
5435

1

1

3










⋅=+
−

−
∫

x

dxx

 

98. ,123ln
2

3
2 

3 

2 −=




 +⋅
−

−
xx

 

99. [
10

3
10

10

3 5
0

1

15 2

=⋅
−

−
∫ edxex xx

 

100. 
5

2
5

2
1

0

51

0

5

=⋅−







⋅ ∫ dx

ee
x

xx

 

101. 

2

13

2

3

2

2

1

2

1

3




=

















⋅++ x
xx

 

102. 
3

4
2
3

14
32

1

2




=







 ++∫
x

dx
x

x

 

103. 
2

2

7
12

2

1

2




=







 ++∫ dx
x

x

 

104. ( ) ( +⋅+⋅∫
2

2

1

1861812
6

7
xxx

 

105. 
( ) ( ) 996,21

5

1
1

0

5

=











−⋅− xe

 

106. ( )








⋅=+⋅⋅ ∫
−

6

1

3

2

4

1
344

4

1
dxx

 

Megoldások 

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

)

( ) 49

40

43

1

6

5

3

 
2
4 1

1
2

1 

1

2

=








+
−=










−
+

−

−

−

x

x

 

45,  

] ( ) 27,16
10

3 41
0 

1
12

−=−⋅= −
−

− eex  

[ ]
25

2

25

2

5

2

55

2

5

2 55

1

0

5
1

0
5 +⋅−⋅=








⋅−⋅⋅ ee

e
ex

x
x

21,6
3

4

3

2
2

1

3 =







++ x

xx  

37,11ln
2
3

2

1

3

=



⋅++ xx  

09,8ln
2

7

3

2
2

1

3

=



⋅++ xx

x
 

) ( ) =















+⋅=

−

2

1

2

1
2

2

1

2

1
186

6

7 xx ( )2460
3

7 =−⋅

996 

( ) [ ] =+⋅=
















⋅

+ 6 

1 
3

6

1

3

1

34
4

3

3

1
34

x
x ( )727

4

3 33 −⋅

Megoldások – 7. Integrálszámítás 

56 

57,47=  

64,6  

) 8153,0=  



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

107. ( ) ( )2812
1

0

2

1
32 =+⋅+∫ dxxxx

 

108. ( ) 45,2642
10
3

1

0

2

5
4 =







 +⋅ xx

 

109. ( )
3

1
136

6

2 1

0

2

1
2









=+⋅∫
−

dxxx

 

110. ( ) ( )54615 2

1
42

2

1

3 =+⋅+ −

∫ xxxx

 

111. 3482,6
222

23
1

0

26

=−=










 + eeex

 

112. [ ] (77 7
1  

2 
423

−⋅=⋅ −
−

++ eee xx

 

113. [ ] ( )55 87
1 

2
423

=−= −
−

++ eee xx

 

114. 5,0
2

1 =  

 

115. 05,03 =−e  
 
123. ( )       02422 2 =−−= xxxf

( )∫
−





=−−

4

3

2

3

2
2422

x
dxxx

 
124. ( )       0126 23 =−= xxxf

( )
4

6
126

2

0

4
23





−=−∫

x
dxxx

 
125. ( ) 020244 2 =++= xxxf

( )∫
−

−




⋅=++

1

5

2 420244 dxxx

 

Megoldások 

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

( )
 86,13

2

3
42

1

0

2

3
3

=















⋅+= xx  

45 

( )
33,1

3

4

2

1
13

1

0

2

1
2

==







+⋅ x

 

( ) ( ) 197,10396
2

3

4
2

1
354

2

1

2

1
42

=−⋅=
















⋅

⋅+= xx
 

3482 

)  43,76768 =−  

 16,5483=  

116. ∞  
 
117. 8,67 
 
118. 10,67 
 
119. 13,17 
 
120. 4,5 
 
121. 114,33 
 
122. 0,67 

3    4           21 −==⇒ xx  

−

=−=



−−

4 

3

2
3

 te33,114T          33,11424
3

xx
x

2     0           21 ==⇒ xx  

 te8T          8
3

12
2

0

3

=→−=



− x

 

5     1           0 21 −=−=⇒ xx  
−

−

=⇒−=







++

1

5

2
3

 te42,67T        67,4253
3

xx
x

Megoldások – 7. Integrálszámítás 

57 

 te 

 te 



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

126. ( )       01252 2 =−−= xxxf

( )∫
−





=−−

4

2

3

2

3

2
1252

x
dxxx

 

127. ( )    x    041 1
2 =⇒=−−x

( )
3

32
33

1

2




−=−−

−
∫ x

x
dxxx

 

128. ( )    x    012 1
2 =⇒=−+x

( ) 2
3

34
31

3

2




+=++

−

−
∫

x
dxxx

 
129.     2      04 1

3 −=→=− xxx

( ) 2
4

4 2
40

2

3




−=−

−
∫ x

x
dxxx

( ) 2
4

4 2
42

0

3








−=−∫ x

x
dxxx

 te821 =+ TT  
 
130.       58132 ⇒+=−+− xxx

( )∫
−

−




+=++

2

3

3
2

3
65

x
dxxx

 

131.        13312 22 ++−=+− xxx

( )∫ 







−=−

3

0

23
2

2

3

3
3

xx
dxxx

 
132. 14178 22 −+−=+− xxxx

( )∫ 



⋅=+−

7

4

2 256222 dxxx

 

133. 22086 22 +−=−+ xxxx
         040105 2 ⇒=−+ xx

( )∫
−





=−+

2

4

2

3

5
40105

x
dxxx

 

Megoldások 

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

4     
2

3
           21 =−=⇒ xx  

−

=⇒−=



−−

4 

2

3

23

55,49T              49,5512
2

5

3
x

xx

3    x1 2 =−=  

 te67,10T             
3

32
3

3

1

2 =→−=



−

−

xx  

1    x3 2 −=−=  

 te33,1T           
3

4
32

1

3

2 =→−=



+

−

−

xx  

2    0    32 == xx  

 te4T     4 1

0 

2

2 =→=




−

 

 te4T     4 2

2

0

=→−=



 

2     3     21 −=−=⇒ xx  
−

−

=⇒−=



+

2

3

2

 te17,0T              17,06
2

5
x

x
 

3   0                  21 ==⇒ xx  

=⇒−=



3

0

 te5,4T               5,4  

 39−   7    x4x 21 ==  

=⇒−=







+−

7

4

23

 te9T              928
2

11
3

x
xx

 

20+  
2     4       21 =−=⇒ xx  

−

=⇒−=



−+

2 

4

2
3

 te180T             180405
3

xx
x

Megoldások – 7. Integrálszámítás 

58 

 te55,49

 

 te
 



 Jakus G.–Kis M.– Magyar

Creative Commons Nevezd meg! - Ne add el!

134. 22086 22 +−=−+ xxxx

( )∫
−





=−+

2

4

2

3

5
40105

x
dxxx

 

135. 210073 22 +−=−+ xxx

( )∫
−





⋅=−+

3

4

2 56055
x

dxxx

 

136. 1122 +=+− xxx  2 −x

( )∫ 



−=−

3

0

23
2

2

3

3
3

xx
dxxx

 

137. 22432 +=−− xxx  

( )∫
−





−=−−

6

1

3
2 5

3
65

x
dxxx

Megoldások 

Magyar T.–Zombori N. Analízis példatár címő mőve 

el! - Ne változtasd! 2.5 Magyarország Licenc alatt van. 

20+   2     4 21 =−= xx  

−

=⇒−=



−+

2 

4

2
3

 te180T             180405
3

xx
x

402 −+ x  3     4 21 =−= xx  

−

=⇒−=



−+

3 

4

23

285,83T             83,28512
23

x
xx

3     0                03 21 ==⇒=− xxx  

=⇒−=



3

0

 te4,5T             5,4  

      1    065 1
2 −=→=−− xxxx

−

=⇒−=



−

6 

1

2

 te57,17T             17,576
2

5
x

x
 

Megoldások – 7. Integrálszámítás 

59 

 te 

 te285,83  

62 =x  


	Tartalomjegyzék
	1. Sorozatok
	1.1. Monotonitás, korlátosság, konvergencia
	1.2. Határérték-számítás
	1.3. Küszöbszám-keresés

	2.Pénzügyi számítások
	3.Függvények határértéke
	3.1. Függvényhatárérték a végtelenben
	3.2. Függvényhatárérték véges helyen
	3.3. Függvényhatárérték véges helyen (0/0)
	3.4. Függvényhatárérték véges helyen (c/0) 
	3.5. Vegyes feladatok

	4.Differenciálszámítás
	5. Függvényelemzés
	5.1. Monotonitás és szélsőérték vizsgálat
	5.2. Konvexitás és inflexiós pont vizsgálat
	5.3. Elaszticitás

	6. Kétváltozós függvények
	6.1. Parciális deriválás
	6.2. Kétváltozós függvények szélsőértéke

	7. Integrálszámítás
	7.1. Határozatlan integrál
	7.1.1. Alapszabályok
	7.1.2. Vegyes feladatok

	7.2. Határozott integrál
	7.2.1. Alapszabályok
	7.2.2. Newton-Leibniz szabály
	7.2.3. Improprius integrál
	7.2.4. Területszámítás


	Megoldások
	1. Sorozatok
	2. Pénzügyi számítások
	3.Függvények határértéke
	4.Differenciálszámítás
	5. Függvényelemzés
	6.Kétváltozós függvények
	7. Integrálszámítás


